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От автора 


Настоящая работа представляет собою конспект краткого цикла 
лекций, прочитанных автором в 1937—38 уч. году научным сотруд- 
`никам и аспирантам Всесоюзного Института Защиты Растений, из- 
давшего этот конспект, и слушателям Высших Агро-Метеорологи- 
ческих Курсов при Всесоюзном Институте Агро-Гидро-Метеорологии, 
° по предложению которого настоящий конепект был составлен. Кроме 
того, данная работа содержит материалы, частачно изложенные авто- 
ром в-лекциях, прочитанных им в разное время студентам, аспирантам 
и научным сотрудникам Ленинградского Сельскохозяйственного Инсти- 
тута, Физиологического Института Академии Наук, Биологической 
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` те  Приеладной Зоологии и Фитопатологии. 
В основу этих лекций были положены две известные работы 

А. РАзпега: 1) „ЗаНзса! Мешо4з {юг Кезеагсв \Уогкегз“ 1936 
т и ог Ехрейтеп{$“ 1935, а же некоторые более 





Ф. Деревицким. С отдельными приемами новейшей 
автор познакомился на лекциях д-ра С. Г. Вйзза, 
материалы, заи твованные непосредственно © 
в методы и схемы разработаны 
аи впервые. 








работу, в силу ограниченности ее объема и связан- 
ой курсов АГМИ, вовсе не вошли некоторые мате- 
описание „смешанной схемы“, так наз. „Апа[уз1$ 0# Соуа- 
др.). Автор надеется в ближайшее время дать эти дополне- 
‘форме продолжения настоящего конопекта (его П части). | 
ъзу ощимся настоящим конспектом рекомендуется при первом 
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Г Статистический анализ комплекса признаков 


Задача, указанная в заголовке, имеет чрезвычайно широкое при- 
менение в самых разнообразных отраслях использования статисти- 
ческого метода. Агроном-опытник стремится выяснить влияние ряда 
метеорологических факторов или агротехнических приемов на уро- 
жай определенной культуры; зоотехник исследует влияние различных 
кормов и рационов на увеличение веса животного; фармаколог 
изучает действие различных лекарственных веществ и их дозировок 

ь на функцию того или иного органа; клинипист накапливает наблю- 
дения над действием различных лечебных средотв и особенностей 
режима на протекание той или иной болезни; физиолог изучает 
изолированное и совокупное действие ряда раздражителей на силу 
или продолжительность ответной реакции; психолог-экспериментатор 
исследует влияние цвета, размера и формы предмета на те или 
иные особенности его восприятия; педагог изучает эффективность 
отдельных методов обучения в соответствии © индивидуальными 0с0- 
бенностями учащихся и специфическим характером предмета пре- 
подавания; методист-физкультурник ставит опыты над влиянием того 

или иного комплекса физических упражнений на здоровье и рабо- \ 
тоспоеобность занимающихся; профгигиенист исследует всею совокуи- 

ность условий, обеспечивающих наилучшую производительность труда 
при минимальной его вредности и т. д. Во. всех этих примерах мы 
имеем однотииную схему: требуется выяснить, как влияет совокуп- 
ность факторов (А, В, С, О ит. д.) на тот или иной интере- 

сующий исследователя количественный результативный признак (У). 

ей При анализе этой схемы необходимо различать два случая: 

1) дозировка всех факторов (А, В, С ит. д) полностью зависит 

) ентатора (например, при испытании сроков посева, ра- 

`ционов рма, силы раздражителей, ‘дозировки лекарственных средетв 
тродолжительности физических упражнений), в силу чего он полу- 
возможность произвольно комбинировать эти факторы, изучая 
всех без исключения их сочетаний, и 2) наблюдатель само-' 

‘условий опыта не создает и лишь изосивно регистрирует 

‘вочетания изучаемых факторов и их дозировок, которые 

его опыте (напр., те или иные сочетания 
д). Первый случай мы будем им 
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Таблицу эту можно для наглядности иллюстрировать различнымя 


Юости, она может изображать результат испытания урожай. 
х каких-либо культур: А, А, и А, при трех сроках 
: В, В; и В, на четырех участках поля: С, С, С: и С, 
м случае числа, записанные внутри таблицы (так наз. „даты“ 
дут характеризовать урожай, собранный с отдельных делянок. 
ении к физиологическому эксперименту эта схемалическая 
могла бы изображать результаты испытания трех каких- 
о химических агентов А в трех дозировках В при введении 
в кровь четырех ‘опытных животных, а даты И характеризовать 
ве результаты этих опытов (напр. продолжительность про- 
вызываемых действием этих агентов). 
ГО е чим число вариантов факторов Д, Ви С соответственно 
вами и с (у нае, следовательно, @—3, 9—3, а с—4) в 
У (лелянок, отдельных опытов) обозначим 


фактора со всеми вариан- 
чего общее число всех дат № 

Вис (М = авс — 3.3.4 = 
представлять собою как резуль- 
средние из нескольких измерений, 
должны быть получены гз 

Ц . \ 

тка „этих данных протекает 
анализ действия. отдельных 
ованно, совместно и по сравне- 

нал Йствия. отдельных 









подечета средних 


всех фак- 


ваниями в зависимости от области ее применения. Так. ` 







_Для этого ^ — 
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Тдобно просуммировать предварительно все Л==36 выписанных 
в таблице дат У (как по отдельным етрочкам, так и по веем 
столбцам): . 
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чт 
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ВЕ 5ЕЗ ВЫ 





Оба ряда этих итогов при сложении дадут очевидно одну и ту 
ив. же сумму (у нас 360), которая представляет собою общую сумму 
^ всех дат ХИ. Следовательно, общее среднее: 













Для вычисления трех средних, характеризующих каждый отдель- 
ный вариант первого фактора А (средний урожай отдельных сортов 
или среднюю продолжительность изучаемых физиологических про- 
цессов под действием каждого химического агента в отдельности), 
следует суммы дат, стоящих в соответетвующих строчках таблицы 

елить на их количество (у нас здесь всюду на 12). Чтобы не 
вводить лишних символов, обозначим эти три частные средние теми 
же буквами А, А, и Аз; 


_ 38628-32 _ 96. 
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оно (< ммируются ранее уже подечитанные 
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т 12 им. а 
в __ 32-552 - 36 — 12010 мы 1 
т и 208 
этих средних дает следующий результат: у г 
оном 


к четырем вариантам последнего фактора С (сред- 
ось на отдельных Участках о поля, зависящая от 
почвы, или характеристики индивидуальных свойств х 


ых опытных животных) получим: 
1 







81 12 
с, в в —8 ОтТЕЯ 
99 
С===иИ 
у 9 
, 
40 
т 10=мМ 
$ ВА. ОТК. 
№М=—36 первоначальных 
ея вон дат У и все только 
‘ним частные средние, мы обнаруживаем замет- 
ование, изменчивость, рассеяние) около , 
м величину этой колеблемости и 
о т 
‘отдельную ‘дату И, например У=19 
ий /столбец справа). Этот частный ре- 
отклоняется от общего ереднего „ 
‘это отклонение буквой х, будем Ее 
А < 
=-9 | т 


У: 3 (я строчка сверх 











в чем легко убедиться, проделав соответствующие вычисления 
в действительноети. 

Эта сумма (450) и может служить искомой числовой харавтери- 
стикой общего рассеяния всех первоначальных дат у. 

Аналогично найдем сумму квадратов отклонений каждой отдель- 
ной серии частных средних около того же общего среднего М. Выше 
мы получили три частные средние по отдельным вариантам фак- 
тора А (4, =8, А, =13 и А, =9). Отклонения этих частных срел- 
них от общего среднего М =10 мы обозначим греческими буквами 
а (альфа). Вот расчет этих отклонений и их квадратов: 





А [2 03 
8 —2 4. Здесь сумма этих отклонений: 
13 3 9 Ха=0, 
9 —1 1 а сумма их квадратов: 
Х 92 = 14. 
Сумма 0 14 


В применении ко второму фактору В получим следующий расчет 
отклонений В (бэта) и их квадратов: 


Сумма 


Наконец, для третьего фактора С получим следующие значения 
‘отклонений 7 (тамма) и их квадраты: 
{8 у Хх | 
9 —1 1 
12 о 4 Ху=0 
8 —2 4 
и 9-1 1 == 10. 
—_ж_ка—оЭ—о—о—оо— 


з Сумма 9 10 
Э ‚три суммы: 42—14, 8—2 и Х1*=10 могут служить 
числовой характеристикой колеблемости соответствующих серий 
эко 


(д, В и С) около общего среднего М. 
е же сравнимыми ни 


х?=450, поскольку 
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12 раз. Помножив 14 на 12, получим 168. Аналогично 
‚ что ‘бы частных средних по отдельным вариантам 
В (В,, В» и В:) было не 3 (6—3), а столько же, сколько 
ю и первоначальных дат И (№ = 36), т. е. также в 12 раз 
то при той\же их колеблемости мы получили бы сумму квад. 
отклонений (28) не=2, а в 12 раз больше, т. е. = 24, 
в применении к фактору С, имеющему с==4 варианта, 
вующую сумму квадратов отклонений Х1? следует увели- 
в 9 раз, в силу (чего эта сумма (10) окажется равной 90. 
эти три новые суммы (168, 24 и 90), приведенные к одному 
тому же числу слагаемых (веюду к 36), будут уже сравними 
ет гу собой, так. и с суммой Хх? = 450. 

Е. альнейшем. все эти приведенные суммы мы будем обозна- 
буввами $ с соответствующими значками: х, а, биси, чтобы 
вторять каждый раз всех этих рассуждений, вычислять их по 


ующим окончательным формулам: 
АЙ Хоз ь 
Е М 
а 3 
7 МУ 36.2 
О ИВАВЕ аЫ 
\ М; 36. 10 
В ЭХ = 450. 
„ ' 


ь займемся анализом причин, вызывающих колебания от- 
‘дат И, для чего рассмотрим какую-либо определенную 
У—19 (4-я строчка сверху и 3-Й столбец справа). Эта 

ет_общее среднее М==10 на значительную величину: 


ХУ М=19—10=- 9. 


почему она получила здесь тёкое сильное поло- 
х=-- 9? Ответ ясен. Эта дала (И=19) 
м чрезвычайно благоприятного сочетания 
трех факторов А, В и С. В применении 
Дата характеризовала бы ‘сравнительно 
ный © делянки, засеянной сортом А», 
| Но мы уже знаем, что этот 
вал самый высокий средний 
по сравнению © другими, 
значением частного сред- 
поля по евоим почвенным 
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Для этих трех частных средних 4, = 13, В, =11 и С. =12 их 
отклонения (о, В и 1) от общего среднего /М=10 соответственно 
равны: 
&=-З В=--1 = 2. 
Следовательно, данный вариант фактора 4, вообще говоря, повы- 
шал величину отдельных дат в среднем на а = --3, данный вариант 
фактора В сам по себе мог бы (в среднем) повысить ту или иную 


дату И на величину 8 =--1, а рассматризаемый вариант фактора 
С способен увеличить ее на 1==--2. Вполне естественно, что все 
эти факторы, действуя совместно, дали некоторый суммарный эффект, 
выразившийся здесь в заметном увеличении этой даты И=19 по 


| 

| 

|| сравнению. с общим срецним //=10. Однако действительная сумма 
| , этих трех отклонений: 
} 


а -т=--3+1+2=+6 


" все же не равна здесь фактическому отклонению этой даты И=19 
от общего среднего /М == 10: 


х=и—М=19—10=+9. 





Чем же объясняется эта разница (9—6 = 3)? Очевидно тем, 
что на результативный признак У, кроме трех учтенных в этом 
опыте факторов А, В и С, влияют еще множество других неучтен- 
ных факторов, как независимых, так и связанных между собой, и 
в различных беспорядочных своих сочетаниях более или менее 
сильно изменяющих все наши даты ИУ. Эти хаотические до конца 
неустранимые влияния мы условно назовем „случайными“, а зави- 
сящие от них дополнительные отклонения отдельных дат У обозна- 
чим буквой =. 

= В нашем примере (для И = 19) все три учтенные фактора дают 
сумму ' отклонений «--В--т—--6, а недостающее до х=-9 
отклонение, 9— 6 == 3 п. объясняется действием всей совокуп- 
ности таких „случайных“ влияний. Следовательно, здесь „случайное“ 
отклонение 2=--3. 


° Итак имеем равенство: 
со ха Вт 2. 


бы мы могли полностью изолировать результативный ‹при- 
‘от каких бы то ни было воздействий на него со стороны всех 
Ни ‘торов, то величина отдельных дат У (а стало быть и р 
``х от общего среднего М) зависела бы только от ^ ”. 
‚а : А, Ви С, а все случайные отклонения 2 МЕ 
мн 0, ре в частности для У==19 при этих. 
9 $4. у г \ Я 
а 



























НЕВЕ, у: 
# к а | # 0 : - д 2 





















‘отдельных случаях теоретические даты И представляется удоб- 


‹ вычислять по формуле: 


и < ИАЧВ-С-2 М. 

Так как эмпирическая дата И—=19 возникла под действием соче- 
тания факторов А, = 13, В; = 1 и С; = 12 (см. таблицу), то соответ- 
твующая ей теоретическая дата: 

ри МИ — 13-114 12—2.10 = 16, 

что мы имели и раньше. 

’° Очевидно, случайное отклонение 2 является разностью между 
‘эмпирической и теоретической датой: | 
ко #=и— М. 


— Пользуясь формулой для вычисления И, мы могли бы для всех 
36 эмпирических дат И получить соответствующие им теоретические 
значения. Выполнив эти вычисления в действительности и записав 
полученные результаты (И) в соответствующие клетки в скобках, 
рядом с первоначальными датами У, будем иметь следующую новую 
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а | показаны все ранее вычи- 
о общее среднее М. 
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Эта последняя сумма может служить числовой характеристикой, 
колеблемости всех 36-ти дат И под влиянием „елучайных“ причин, 
По аналогии с ранее вычисленными суммами (5, = 450, 5,==168, 
5$, =24 и $5, =90) мы обозначим ее буквой $ со значком г. 


Итак у нас: 
$. = 168. 


2 


Сопоставляя эти суммы, легко убедиться в существовании следую- 
щего весьма важного равенства: 


$.=5, $5,5, |5 


показывающего, что общее рассеяние всех 36-ти дат И относительно. 
их среднего М (измеряемое суммой $,) состоит из отдельных компа- 
_нентов (частей), зависящих только от определенных исследуемых 
’ факторов и от всей совокупности неустранимых „случайных“ влияний. 
В нашем примере: 
450—168 + 24-- 90-1 168. 

Здесь сумма 5,==450 характеризует колеблемость дат под влия- 
нием всех (как учтенных, так и не учтенных в данном опыте) фак- 
торов, сумма $,= 168 измеряет колеблемость этих дат, вызывае- 
мую качественными различиями в отдельных вариантах фак- 
тора ДА (биологическими особенностями отдельных сортов или 
химическими 0собенностями отдельных атентов), сумма 5, =24 
дает представление о величине ‚рассеяния этих же дат У под влия- 
нием различий в вариантах второго фактора В (сроков посева, дози- 
ровок), сумма 5,=90 количественно характеризует варьирование 
лат У, порождаемое различиями в вариантах третьего фактора С” 

(почвенных особенностей, индивидуальных различий), & последняя 
‘сумма 5, измеряет силу всей совокупноети неучтенных в этом 
‘опыте „случайных“ факторов. 
° Последний компанент (5,) нам особенно важен, так как`он дает . 


‚ случайных (ничего не оказывающих) колебаний, на фоне 
‚с которыми мы и будем в дальнейшем оценивать значи- 


_и существенность тех колебаний этих дат, которые свидетель- 
озакономерном влиянии на них со стороны тех или иных, 
изучаемых факторов. 









ее нШ : 
- рассмотрении всех этих сумм легко мо- Ь 
м опыт фактор перекрывает боль- 

как сумма 5,=168 получилась здесь 60 



























$, = 450), образуемые сравнительно большим ОЖИЧоством варьирую. 
_ щих элементов, подвержены веледствие этого меньшей колеблемости 
° (од влиянием изменений каждого из этих элементов’ в отдельности), 
° вто время как другие (напр. 5, = 24), зависящие ‘от весьма малого 
° числа таких колеблющихся элементов, даже при ничтожном изме 


нении 

‘любого из них сразу же получают значительные сдвиги в сторону сво- 
его увеличения или уменьшения. 

Подечет общего ‘количества таких вариагенных элементов приво- 


дит к понятию „числа степеней свободы“, определяющих возникно- 
° вение каждой из этих сумм. Так, в частности, сумма 5 = 450 харак- 


° теризует варьирование 36-ти первоначальных дат И (№ = 36) около 
На общего среднего М =10. Все ли эти 36 варьирующих элементов 
® колеблются ‘здесь „свободно“, т. е. при нашем их учете и изучении 
‚ могут считаться принимающими какие угодно произвольные значения? 
’ Очевидно не все 36, а только 35 из них, так как одно последнее (все 
равно, какое именно) при таком исследовании должно быть искус- 
_ ственно подобрано с тем расчетом, чтобы среднее М==10 при этом 
не изменилось. Это число (35) на единицу меньше’ общего количества 
всех варьирующих элементов (М=36) и получает наименование 


„числа степеней свободы“. Обозначив его буквой у (ню), получим для 
“нашей суммы 5, значение: 


1—6. 

Вторая сумма 5, = 168 возникла в 
‘частных средних (4: =8, д, — 
М=10. По аналогичным 6006 


” ментов (а= 3) „свободно“ (т. е. 
° Могут колебаться лишь 2 


и 


результате варьирования трех 
13 и 4. =9) около того 


не изменяя своего среднего // = 10) 
число степеней свободы: 


тьей суммы 5, =24 (приб — 3): 
| 0—1 = 8-1, 
`а в применении к сумме 5, 


| 


=90 (при с = 4): 
, { 4 ть 
_Для определения числа сте 


пеней свободы последн 
` Удобно исходить из приведе 


иного выше равенства: 
м | . | 3:5, +5 +5, 5; 


ей суммы 5. =168 


—7 = 





а 
и Е. 


по, 
Ка; 
Чи( 
ва] 


по, 


ту 








} 
х } Пля числовой характеристики варьирования всех наших дат И 
| под действием тех или иных определенных факторов следует теперь 
каждую из вычисленных выше сумм 5 разделить на соответствующее 
} число степеней свободы у. В результате получим следующие меры 
} варьирования (их квадраты), обозначаемые обычно буквой с (сигма): 














и $ 450 5 90 
)- == — 12,86 и 
о 5 1488 я 

у 1, "$; ве" 
)- { о и - Е. 
‹- } 5 24 ? 

_ р 5 
о | ео 

[ то 
в 
И. | Если бы мы пожелали охарактеризовать колеблемость наших дат 
Е р под действием двух или нескольких факторов одновременно, то по- 
1 лучили бы следующие значения соответетвующих мер варьирования: 
я са 5455 _ 168-24 _ 102 
=: ОУ У 2-2 7 (4 тр 
ы. ‚5,45, 188-90 __ 258 
я Е 2-3 Ея 
тай 55 2 14, 





вы 





ПЕ, = 8—5 


- $. 5, -Е5, 16824-90 282 
б в = Е Е 240.3 
й С Е 22-3 7 - 

- Итак, под влиянием совокупности чисто случайных воздействий 
° наши даты У могли бы получить колебания около М = 10 с таким 
средним размахом, квадрат которого с?=6 (астало быть с, == Ув= 
 —2,45). Под влиянием же действия отдельных изучаемых факторов А, 
ВиСи их сочетаний квадраты этих средних размахов колебания 
наших дат У оказались значительно большими. 
Отсюда намечается вывод о том, Что отдельные варианты этих 
торов имели здесь существенные качественные различия, которые 
‘не можем считать случайными. Для оценки достоверности этих 
одов в применении к каждому , отдельному фактору, посмотрим, 

юлько раз квадрат характеризующей его меры варьирования 
квадрат меры случайного варьирования с, — 6. Эти отно- 
Г буквами 9 (тэта) с соответетвующими значками: 


с сочетаниями: оо УХ | 




































































А \ 
м Итак, фактор А вызвал в нашем опыте настолько сильные кол 
бания всех дат И, что квадрат меры этих колебаний (5,7 ==84) пре. 
‚ высил здось квадрат меры олучайного варьированил (93 ==6)в 14 раз 
_ Такое сильное превышение вряд ли может вызываться простой слу- 
чайностью. В применении ко второму фактору (В) квадрат меры вы 
зываемых им колобаний (с,* == 12) превысил квадрат меры случайного 
варьирования (,‘==06) воего лишь в 2 раза, что повидимому все же 
оставляет покоторое сомноние в неслучайном происхождении этого 
превышения. Тротвй фахтор (С) занимаст в этом отношении проме 
жуточное положение, так как квадрат меры зависящих от него колеба- 
-^ Вий (в =30) превышает здесь Квадра’ той же меры случайного 
° варьирования (3, = 6) в б раз. 

Для объективного решения вопроса о достоверности каждого из 
этих трех заключений обратимся к таблице Фишера-Стьюдента (см, 
в приложении), 


Гу 


Для оценки по этой таблице достоверности показателя: 


2 


И 
ие 





‘необходимо предварительно вепомнить, при каком числе степеней 
° свободы был вычиелен квадрат меры варьирования, стоящей в числи- 
° теже (у,) и в знаменателе (у,). У’ нас здесь у, = 28а == =28. 
_ Ищем в этой таблице вертикальный столбец, озаглавленный у, =2 
‚ и горизонтальную строчку, соответотвующую значению у. ==28. На 
пересечении этого столбца и строчки находим клетку с такой за- 





3,34 
к 5:45 
8,93 


Эти. три. чиста обозначают те минималь 
А: 91 ные значения показателя ©, 
которые при ‘данных условиях (т. ©. при у; = 2 У. = 28) могут 
условно считаться достоверными, тарантируя и ю вероят- 

аведливости т м . 

едливс кого заключения. В данной таблице исполь- 
‚оследовательные значения этой вероятности: верхнее 
`3,34) соответотвует вероятности Р==0,95; среднее число 
— вероятности Р-=0,99, & нижнее (8,93) вероятности 
99. Это надо понимать так: если бы оцениваемый квадрат 
варьирования . превысил квадрат меры случайного варьиро- 
в 3,34 ‘раза (9 = 3,34), то мы могли бы утверждать, что при 
‘повторении этого опыта при вполне’аналогичных усло- 


я 5 случаях этот вывод мог бы оказаться 
ачение © оказалось бы 5,45, то этот же 


\ 


из 100 у нас получилось бы подтверждение дан-. 
























вывод мы могли бы делать с 99 шансами (из 100), рискуя лишь 
в 1 случае принять кажущуюся закономерность за истинную. Нако- 
нец, если бы <,? превысила о? в 8,93 раза, то такое значение 9 
5 гарантировало бы справедливость нашего вывода в 999 случаях 
о из 1000 (т. е. с риском ошибки в 1 случае на 1000). В нашем при- 
ь мере показатель 9, —=14 явно превышает все три указанные в тТаб- 
о 


у 
| | 


лице его минимальные значения, в силу чего эффективность первого 
фактора А может считаться „статистически доказанной“ (с вероят- 
‚ ностью, превышающей Р= 0,999). 
. В применении ко второму фактору: 


о Е 
б о 
ЕС 12 3 
5х = =2 (при, = 2 и у. =28). 
з = 
г. Это значение (2) оказывается ниже даже самого малого из 3-х чи- 


сел, стоящих в той же клетке таблицы Фишера-Стьюдента (3,34). 
ь Следовательно, значимость фактора В здесь статистически не до- 
казана. 
Для фактора С: 
53 : 
9. =№=5 (при у; =3 и у› = 28). 
: 
В соответствующей клетке таблицы Фишера-Стьюдента находим 
три числа: 2,95, 4,57 и 1,18. Данное значение 9, =5 превышает 
Е здесь первые два числа, но оказывается меньше последнего. Следо- 
вательно, значимость фактора С может считаться статистически дока- 
И занной с вероятностью, превышающей 0,99. 
т В дальнейшем мы будем условно обозначать найденную этим 
способом вероятность путем однократного (для Р=0,95), двукрат- 
ного (для Р=0,99) или трехкратного (для Р=0,999) подчеркива- 
ния данного показателя 9. В нашем примере следовательно: 


0,— и я 9. ар 
ые же вероятности 0,95, 0,99 и 0,999 мы будем для крат- 
т обозначать символами Рь, Р; и Ро, (соответственно числу шан- 


из 100, могущих противоречить данному выводу). ыы 
Ан чно можно сопоставить © 9,? тоже и меры 5.5, 94, % 
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Там, где в таблице Фишера-Стьюдента ве ‘окажется столбца или 
очи соответствующих нужному числу степеней свободы, следуел 
э 


пользоваться столбцом или строчкой, соответствующими ближайшему 
ньшему числу (у). ры 

т Для м различий в эффективности отдельных факторов и 

их сочетаний, можно сравнить этим же способом квадрат соответ- 


ствующих мер варьирования между собою (всюду большую с делим 
ка меньшую): 











с? 84 
== =—  =17 Ги у, =2 и у,=2) 
0, _, Я 51 12 8 (при у: р 
в. 2 84 8 ( я ы 
я а =“, при у, =2 уз == 
в 5 30 р й 
9 30 
[2 3 ПЗ м 
В, УР =2,5 (приз = Зиу=2) 
52 51,6 
115 =5 —4 
9,._ „= в РР —1,175 (при у. =5 иу, ) 
2 | 
ба 48 у У Е 
ети (при у, =4 иу,=5) 
3 51, й 
бы 2 — 8 — 2,26 (при у, =5 иу,=5) 


В нашем примере все эти различия остаются недоказанными 
(больший эффект действия одних факторов или их сочетаний по 
сравнению с другими может вызываться здесь также и простой 
случайностью). 

На этом заканчивается первая фаза математико-статистической 
обработки комплекса признаков. В применении к схеме полевого 
опыта по отношению к отдельным факторам мы должны были бы, 
следовательно, утверждать, что на величину урожая У здесь несо- 
мненно влияют различия в сортах (А) и в почвенных особенностях 
на отдельных участках поля (С). Что же касается сроков посева (В), 
то влияние их на урожай У здесь не может считаться установленным. 

В случае же физиологической иллюстрации этого примера следо- 
вало бы посчитать установленным эффективность химических разли- 
чий отдельных агентов (А) и значимость индивидуальных особен- 
ностей четырех объектов этого опыта (С); испытанные же дозировки 
этих агентов (В) пришлось бы из осторожности признать нейтральными. 


У 


’Вторая фаза статистического анализа этих данных заключается 
в выяснении различий между отдельными вариантами тех факторов, 
влияние которых на результативный признак У было статистически 
® Доказано в первой фазе этой разработки (у нас, следовательно, в при- 

° менении лишь к факторам А и С) за вычетом тех факторов, кото- 

были едены в опыт лишь в целях его уточнения, сами же по 
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И, с а 






















себе для экспериментатора особого интереса не предетавляют (напр., 
почвенные особенности отдельных участков опытного поля или ин- 
дивидуальные свойэтва отдельных объектов испытания, т. е. у нас 
фактор С). 

Вепомним, что группа частных средних, характеризующих отдель- 
ные варианты фактора А, у нас оказалась состоящей из трех (а = 3) 
| средних: 


— поч 





А,=8 — А,=13 — АД 


9. 


Для сопоставления их можду собой и выяснения достоверности 
(существенности, неслучайности, объективной убедительности) всех 
этих различий необходимо вычислить средние ошибки иё (их ква- 
драты 2“), характеризующие средние пределы ожидаемых (возмож- 
ных) чисто случайных колебаний всех этих частных средних. Вот 
формула для их вычиеления: 

Е а: 396.48 
= —— === 
‚= № 36 56 


В применении к трем частным средним второго фактора В (если бы 
нам понадобилось их анализировать): 
КЕ 362518 В 
т,2 = — = —=—==0,5, 
р М 36 36 : 

а в применении к четырем частным средним фактора С: 
а би 
й с № бы аби 

Ааа 
Так как нам придется сравнивать эти частные средние попарно 

{в пределах каждого отдельного фактора), то для оценки достовэр- | 

° ности этих разностей необходимо вычислить ее среднюю ошибку А 


дельта) по формуле: 
А—=У2т? 





0,5 












д,=Уэтз =У2: 05 =Ут=1. 


применении к фактору В: 
. Дет == Иа 05=УтТ =. 











ИИ к фактору С: А 
Уи 


р 
7.) 


1,16. 
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Е а . Обозначив з 
этой разности А, =1 в 5 раз Обоз это отно- 


в у А 
7 . а 
° Аналогично найдем, что разность между А. = 13 и А, =9 пре- 
вышает свою среднюю ошибку (ту же самую) А, в + раза: 
в. 
|1 - $ И А, 1 1 
® В применении же к разности между А; =9 и 4, =8 это отно- 
шение: | 
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ры ——= Е =— 3] 

| А, 1 1 

Для оценки достоверности всех этих различий обратимся к той же 

° таблице Фишера-Стьюдента, где в крайнем справа столбце (озагла- 
_° вленном сверху буквой &) следует отыскать значение &, соответ- 

ствующее числу степеней свободы: 


О У= У, = 28. 
®— В соответетвующей клетке там стоят 3 числа: 
ф 2,05 
н 2,16 
3,67 


Первое из них (2,05) представляет собой такое значение &, кото- 
тарантирует вероятность Р; =0,95 (будем обозначать его #,); 
е (2,76) соответствует вероятности Р, = 0,99 (обозначим его #), 
(3,61)—вероятности Ри! = 0,999 #.. 
е два из трех полученных выше действительных значе- 
нас 5 и 4) превысили здесь эти минимальные числа таблицы, 
ве (= 1) оказалось заметно меньше их. Следовательно, 
а различия (между А, и Д, и между А, и А;) можно счи- 
стически доказанными (@ вероятностью, превышающей 
а последнюю разницу этих частных средних (А, — Д,) 
сти придется здесь посчитать лишь” случайной: 
4 =: 


‘не будем вычислять этих значений Ь, а отра- 

_ минимальных значений достоверных 

‘парами частных средних (обозначим их 
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= 















































В нашем примере разности А, —А=13—8=5 и А, — Аз= 

— 13 —9==4 оказались больше всех этих значений /, следовательно, 

все они свидетельствуют о достоверных (не случайных) различиях 

между соответствующими вариантами фактора 4; разноеть же 22 — 

й — А: =9—8 = 1 этому условию очевидно не удовлетворяет. Если бы 

| какая-нибудь разность оказалась больше только первого значения 

&—2,05, то мы считали бы ее статистически доказанной © вероят- 

] ностью, превышающей Р; ==0,95. Если бы она превысила также и 

|. следующее значение #, =2,16, мы могли бы утверждать то же поло- 

] жение с вероятностью Р, =0,99. В нашем же примере первые две 

разноети (5 и 4), превысившие третье значение &, = 3,67, свидетель- 

ствуют о существенности этих различий © вероятностью, превы- 

| шающей Р‚=0.999. 

| Аналогичную оценку достоверности различий между отдельными 
Е. вариантами можно было бы произвести ив применении к остальным 
двум факторам (В и (). Однако в нашем примере этого мож о и не 

делать, так как достоверность фактора В (в целом) в первой фазе ] 

этого анализа осталась недоказанной, а последний фактор (С) введен | 
был в опыт лишь для его уточнения, и отдельные варианты этого 
фактора для исследователя самостоятельного интереса не предета- 


вляют. 


% 


У1 

р Предположим теперь, что вее три изучаемые в данном опыте 
< ` фактора (А, Ви С) представляют собой для исследователя одинако- 
вый интерес (например; фактор С в схеме полевого опыта харавте- 
ризует не какие-либо произвольные участки поля, а определенные 
трупп делянок с различным удобрением почвы или, при физиологи- 
ческой иллюстрации, этот фактор О относится не к четырем случай- 

— ным индивидуальностям, а к четырем представителям каких-либо 
® определенных изучаемых типов). В этом случае экспериментатора 
может заинтересовать также и совместное действие нескольких фак- 

° торов (например, Аи В, Ан С, Ви С, ав более сложных схемах | 
‘также и различные сочетания по 3 и более факторов одновременно). а! 
усть, например, требуется выяснить совместное действие на И | 
акторов и С- | 
Составляем новую комбинационную таблицу, в клетки бторой 
сим средние из отдельных дат У, относящиеся к каждому соче- 
вариантов фактора А с вариантами фактора С: 
























. у 30 
т ВО ит. д. 
Лля выяснения вероятности различий между отдельными средними Ё 


 помещенными в этой таблице, необходимо вычислить предварительно 
‚ их общую среднюю ошибку по формуле: 

005? 9.476 12 
ТМ 936“ | 
ры Для средних, сгруппированных по отдельным сочетаниям факто 
’° ров А и В, эту ошибку следовало бы вычислить по формуле: $ 


ВЫ #009 3:36 154 
: тм = = = —=15, 


М 867—786 


—`—ы 

























ПВА 6.112 





2 — к =2. 
те М 36 36 


к Средняя! ошибка разности этих средних в рассматриваемом сл учае : 
Е А, Изм, = Ут5=Ут= >, 
‚в остальных двух: 
Ав Ут, = УЗ 15 -УЗ = 1лз 
А,=У2т,2= 2:2 = У += 2. 


в 
Вы исление минимальных разностей / (для А, =2 и при у=9 = 





ЦА 2. 2,05 —4,10 
” А=4А,&=2: 2,16 = 5,52 
и 


ные фактически полученные разности наших 
юю таблицу) с этими тремя ОНИ раз- 
в их достоверности, Так, например, соче- 
Г С., давшее среднюю величину ре- 
И › по сравнению с эффективностью ком- 

и результат = 6, является несомненно 

15 —6—9 явно превышает здесь 
бинация же А, С: (давшая 7) по 
10) не является здесь суще- 
ОСТЬ 10 — 7—3 оказывается 
4 = 410. Сравнение вочета- 
С соответствующее раз- 
‚ превышающей 0,9% 












их №М= 36 дат У можно также рас- 
местного действия трех факторов А, 
ошибку отдельных дат И сле- 


к Первоначальную таблицу наш 
сматривать, как иллюстрацию сов 
В и 0. В применении к ней среднюю 
довало бы вычислить по формуле: 
й абсс 2 
тТаье = Мо 


‹ которая в данном случае (так как М№М= а66) после сокращения дает: 


2 —с — 6 
Таье = 0, = 6. 


Следовательно, найденную выше меру случайного варьирования 
всех дат У(.) можно расематривать как их среднюю ошибку аь. 


] Средняя ошибка разности отдельных дат у: 


2 | А „= У2т 2 — У2: 6 = У = 3,46, 
й 


абс 


& минимальные разности: 













1=А,Ь=3,46 2,05 =1,09 
Д=А = 3,46 * 2,16 =9,55 


1 =Аль в = 3,46 + 3,61 =12,10. 


абс `0 


Эти разности (1) позволяют оценить достоверность различия 
между любой парой дат У в первоначальной комбинационной таб- 
пице, т. е. ответить на вопрос о том, можно ли то или иное отли- 
°чие их друг от друга считать обычным случайным отклонением или же | 
данная разность является уже результатом действия той определен- | 
ной комбинации факторов 4, В и С, под влиянием которой эти | 


° даты У возникли. 
уп 


сводка правил, определяющих общий порядок 
еского анализа комплекса признаков, составлен- 
(при условии соблюдения всех ука-_ 










Ниже приводится 
тико-статистич 
по „схеме эксперимента“ 


выше требований). 
‘льных случаях описанные ниже приемы вычиелений будут ‚ 


‘отличатьея от ранее изложенных, что делается в интере- 
техники этих выкладок). т 









распределения Вх 
факторов в. 35, ВЕ”. 































| 
1011 28 
4 (16) |0 ( 074939) 29 14 28 | 
Г В 379 319) а. ВИН 2(4)|2( 4| 20 | 
6 (36)| 44 
8(9) |5 (25) |6 (36) 18 (64)14 (16) 44 | 
в |3 ОВО НОНУ 3(9)|7 (49) 1(1)| 36 } 
| 
; 9) |3 (9 06 69 2 ( пр 
' А: В: 46 НЯ ЕО 5 (25) [3 (9) 3(9)| 28 | 
у 33 21 21 9 39 27 27 15 192 
| Га В РН рарЕИ, СУКА Я 
й У: == = а=2 № = абса =3-2.4.2—48 
| И о ХИ: = 1016 | 
2) Вычислить частные средние 4, В, С, О... характеризующи‹ 


отдельные варианты всех факторов и общее среднее М для всого 
опыта в целом: 

































































28--20__ 48 _ 21 54. 
ов = ты и“ 
в 36.860 ВЕ 30... 
ИТ лее Ио -=2 
36 + 28 64 39-21 66 _.. 
РИ == |- 12 рт 
НВ — 28-44 236 108 а 42, 
т 24 ОЕ 4 9-19 ет 
20-36 +28 84 33-21-3927 120 
В.= === 35 — И оо ад 
2 24 24—35 т 24 54 
5 2_, 
ХИ 192 ь я. а а 
ее | © 
у И! 
° 3) Вычислить суммы ее Аы отклонений а, 5... этих 
ть 4, В, С. - от общего среднего й о 
в Св” С з 


аа Вии р 5 
5 + 0,5 0,25 45 0,5 055. БТ 
3 


8 

Вов. 0585.25 —15 255 11 
ЕЕ 555 +15 2525 

35 —0,5 0,25 
г - 


т 







ое 
Ре 





4) Вычислить суммы 5,, 5» Эн эр 5, И 5. характеризующие 
общее рассеяние всех дат У и отдельные компаненты этого рассея- 
НИЯ, зависящие только от действия изучаемых факторов А, В, 0, О 
и от всей совокупности неучтенных в данном опыте („случайных“) 
факторов (сумма 5), по формулам: 

5: = 3? — М(М)* = 1016 — 48 (4) = 1016 — 48-16 —1016 — 165 = 
= 248 (новый прием) 


—5.=5,.— ($,--5,-- $5. 5,) = 248 — (32 12+ 60-1 48) = 
= 248 — 152 =96. 


5) Определить „число степеней свободы“ (у) для каждой из этих 
сумм по формулам: 


а — 1—3 —1—2 
= М№М—1=48 —1=41 


И 
=471— (2-11-31) =47—1=40. 


1—2 1=1 
УЕ —1=4—1=3 
= @—1=2—1=1 


6) Вычислить квадраты мер варьирования по формулам: 





лании и квадраты мер варьирования по совокупности не- 
с пр в, например, для следующих заинтересовавших 































С $, 15.5, 12-46048 120 
о -, ТЕ 5 
ЗЕ $,-Е 5, 32-Е 12-60-48 _ 1 


5 
У ИЗ 7 


7) Вычислить отношения 9, показывающие, во сколько раз данный 
квадрат меры варьирования превышает квадрат меры случайного 
варьирования (5.2), и оценить достоверность этого. превышения по 
таблице Фишера-Стьюдента при числе степеней свободы у; (для с, 
стоящей в числителе) и у, (для <, стоящей в знаменателе) по фор- 
мулам: 


= 24,00 





























в 16 й + №, 

9, =-= 6 (при У =2 и = 40) 
5? 12 

9; = ва 5 ==5,00 (при *, =Ти Уз = 40) 
2 20 

в. т 88 при из нь 10 
я 48 

. 200 (при я =1 и *=40, 


а при желании также и в применении к мерам варьирования, ха- 
 ‘рактеризующим совокупное действие этих факторов, например: 


5? 18 
[3 
9—2 =54=15 (при, =4 и У,=40) 
* в? 


24 

| аа 10 (при у, =5 *›=40) ит. д. 

(за неимением в таблице подходящего столбца или строчки, произво- 

ОЖ оценку по месту, соответствующему ближайшему меньшему 
у степеней свободы). 

3) Вычислить аналогичные показатели 9 для сравнения эффек- 

отдельных факторов (всюду большую < делить на, меньшую): 


№ 


















р: 18 С ть 
9, = а А (при у, =1 и =) 








ь 
< 48 
тЫ : е. ых 
Я 8... = оя 50—20 (при у, =1и >, =3) 
5 с 
а (костоверных показателей здесь не оказалось вовсе), а при желании 
оценить достоверность различия в эффективности также и двух 
каких-либо комбинаций этих факторов, например: 
52, 26,61 
аа › 
2 а д = 1,48 (п =3 и у =4 
18,00 1,48 (при у. =3 и *3 ) 















(не достоверно). 

® 9) Вычислить квадраты средних ошибок (т), характеризующих 

средние пределы случайных колебаний отдельных частных сред- 
них А, В, О, О... по формулам: 














и ас? 824 Е : с5,? 4: 2,4 в 
в 48 — 0,15 Е А В 
ы фс.2 2 - 2,4 453 2. 2,4 
р = 2 0. 
ь № 48 0,10 т м 48 0,1 







ы 10) Вычислить средние ошибки разностей отдельных частных 
средних (при сопоставлении их попарно в пределах каждого фактора)» 
по формулам: 






4, =У2т?=уУ> - 015=10,30 = 0,55 
А, =Узте = У2 010 = 0,20 = 045 
А.=У2т2=уУ> : 0,20 =У0,40 = 0,63 
4,=У2та=У2 : 010=У0,20= 0,45. 


Вычислить минимальные разности [, [1 и [1, наличие кото- 
антирует существенность соответствующих различий между. 
‘частных средних с вероятностью Рь = 0,95, Р, = 0,99 и Ри = 
по формулам тина: [=А& тде Е находится по таблице 
ента при числе степеней свободы у==У,. 

40 или ближайшее меньшее у = 30. Следовательно, & =. 


































Для фактора С' 
д= А 5 =0,63 * 2,04 — 1,29 
1 =А,6, = 0,63 - 2,15 = 1,13 
м =АЕ, = 0,63 - 3,65 =2,30 
Для фактора Р 
} = А = 0,45 . 2,04 = 0,92 
ЦА — 0,45 - 2,15=1,24 
1: =4А4, = 0,45 - 3,65 =1,64 


Следовательно, достоверными являются здесь только следующие 
6 разностей: 


в А, 5—8 =, т. к. 2> 1, =151 (Р> 0,999) 


В, — В: =45—3,5=1 т. к. 1 >65 =0,92 (Р> 0,95) 
(0, —0,=45—2,5=2 } 


т.к 2>А=1,3 (Р>0,99) 


к. 3>4,==2,30 (Р> 0,999) 
к. 2> 5 =0,92 (Р>> 0,95). 


12) Для иселедования совместного действия двух или нескольких 
‘факторов одновременно, сделать соответствующие выборки из перво- 
‘начальной комбинационной таблицы и воставить новые сокращенные 
таблицы путем вычисления срейних для всех групи объединяемых 
дат И. 

Тзк, например, для сочетаний отдельных вариантов фактора 4 
-и С (игнорируя В и 0) получим следующую таблицу: 









— а для комбинаций трех факторов А, Ви С: | 


| 
ый ы 








ие 
| ° Аналогично можно было бы получить и все другие таблицы (по 
— мере фактической надобности). : 

13) Вычислить квадраты средних ошибок т по следующим фор- 
р. — мулам (используются лишь по мере надобности для отдельных 
_ фактически составленных таблиц): 

абс * 

т? = —* 


6 М а Мо 








К» 





А же 
таща = 0,60. 


‘сравнения между собой отдельных объединенных (сред-. 


каждой таблицы вычислить средние ошибки разно- 
минимальные разности / по обычным формулам (см. 


`В Ж 


для таблицы 















уУшШ 


_равемотреля классический случай абсолютно строгого тор 

поставленных ранее требований: полного (без пропусков) р 

датами У всех /№ клеток комбинационной таблицы и ; О 

Е всех без исключения мыслимых сочетаний вариантов о 

Факторов (взятых как по два, так п по нескольку) и при- на 

: В оенно одинаковое число раз. и 

г } Покажем приемы статистической обработки комплекса признаков, ния 

е удовлетворяющего этим условиям. Вот иллюстрирующая а 

_-эту схему комбинационная таблица: 8 
В, Вь Вз В: 


ств 






































1СРОкЕ, | №5 сое №9 С.О(ЕЗ № 13 С.ОкЕ) г е 
х ес: 
| | В 
юз | в] | у, 
д 2 сие ЖесрчЕретос, Р.Е) = Б.(Е:) и 
| 
| ква 
8 |111 | т |, ю |1 бр: 
№3 СЗОхЕЛ| № 7 С.Р, я 15С,05(Е)) риз 
таб 
у стр 
Аз в |: фав 
вв 
3 ВЫт 
ы А 
А. 2 | 
и | А 
Здесь испытываются 4 фактора (4, В, Си 0), каждый из кото- Е 
ветречается в одинаковом чиеле вариантов (всюду по 4). По- $ А 
условие является здесь обязательным. Следовательно, у нас: й 
а=б=е=а=4(=1). ра А 


` 
В таблице варианты фактора А указаны слева, варианты фак- 
тора В — сверху, а варианты факторов С и Д обозначены соответ- 
ствующими символами внутри отдельных клеток этой таблицы, после 
порядкового номера, стоящего в левом верхнем углу. Пятый фактор А. 
фактически здесь не использованный, указан соответствующими бук- 
вами Е, поставленными в скобках. В каждой такой клетке записаны 
по две даты И, соответствующие повторному (двукратному) измере- 
нию (или наблюдению) результативного признака У при вполне ана- 
`логичных условиях (т. е. при той же самой комбинации вариан- 
тов 4, В, Си р). Таким образом у нас общее число запроектиро- 
ванных дат ЛМ 32. 
° Предположим однако, что не все они были здесь получены в дей- 
ствительности, и некоторые выпали (опыт не удался). На соответ- 
‹ отвующих местах (в клетках за №№ 7 и 10) в этой таблице поста- 
влены обозначения „теоретических дат“: У, и №, которыми мы 
в дальнейшем заменим эти отсутствующие „эмпирические даты“ 
У, и И.. 
Легко убедиться в том, что в 16 клетках нашей таблицы исполь- 
_ зованы все мыслимые парные сочетания отдельных вариантов каж- 
пого фактора с вариантами всех остальных. 
. (Такие табличные схемы получили наименования „греко-латинских 
квадратов“ в соответствии с общепринятым ранее способом их изо- 
бражения при помощи букв латинского и греческого алфавитов). 
’° Для вычисления частных средних, соответствующих четырем ва- 
риантам фактора А, следует сложить даты И по отдельным строчкам 
аблицы и каждую такую сумму разделить на 8. При этом в тех 
строчках, в которых окажутся выпадающие даты, мы к полученным 
‘ически числовым суммам припишем недостающие слагаемые 
_в виде соответетвующих буквенных обозначений (1, или \7.), а самое 
вычисление этих средних пока не доведем до конца: 


тт 10-9 10-59-1315 80 0 

8 ВЕ 
ЭЕЗ-Еа-Е 7-Е, 10 1-0 _ 46-5, 
р 8 








- (не закончено) 
ТЕЗ, 1-Е м -з-3 — 30-7, (не закончено) 
8 


8 
оа ра 43-2 24. 
Е 8 8 































Для вычисления средних по признаку С придется делать выборки 

дат У из тех клеток нашей таблицы, в которых окажутся соответ- 

ствующие значки у букв С. Так, первый вариант этого фактора (С) | 

ИХ был испытан в серии восьми опытов, результаты которых запиеаны в 
Це в 4 клетки нашей таблицы за №№ 1, 6, 11 и 16. В этих клетках р 
| стоят следующие восемь дат У: 


То 1,8, Л, 3, и. 2, 





— следовательно, первое частное среднее: п 
Тит И-Ез--2 56 _ 
== —— = —=7. 
ь 8 
а у 
Аналогично найдем и второе среднее этой серии, суммируя даты И ы: 


из клеток за №№ 5, 5, 12 и 15, где фикенровалиеь результаты 
испытаний второго варианта фактора С: 
Го) 9-Е 10-9 2-4 -- В 
= у О 
8 


= = — = 0, 
8 





В применении к третьему варианту этого фактора: 


























Е а 4---1 0 82, у, 
у : Г ХО ИИ ЕЯ 9 
Наконец, для последнего варианта (незаконченное среднее): 
КИ: Е 1 И, - 10-13-15 44, Е, 
и З З 
Поступая аналогично с вариантами последнего фактора, получим: 
: 25 и 
Но 225 о ашочоны) 
1 5 р 8 2 
Е Пою. Ео Рая вез 33 ре (не закончены) о 
+21 т о-9 48 
т АИ Пл = У-З-З = < 
72) —э-Е8--4-- аа 13-15 72 9 
#= —=—=9. 
ь 8 8 ма 
Совершенно очевидно, что общее среднее М всех этих дат 4 
(включая и две неизвестные теоретические даты №, и №) окажется 
также пока незаконченным: | 
ПЕ 10, 
| е ы ил 


как сумма всех дат здесь = 180). 
Получив эти результаты, мы можем теперь вычислить обе тео- 
даты И, и \№,, пользуясь уравнением: ; .. 


ЕАО (1 М. 

























В нашем примере число факторов / = 4, следовательно: 


а АВОСЬ —З3М. 
твет- < ыы | 
(с) в: Теоретическая дата И, относится к той клетке нашей таблицы (№ 7), 
Е | в которой записаны результаты совместного действия следующих ва- | 
СОА : риантов отдельных факторов: | 
Г. В о би | 
у Подставляя соответствующие значки в наше последнее уравнение, | 
С получим: | 
к. Из=А, + В, -- О, +2, —3М. 
- 
Вопомним, что эти четыре частные средние и общее среднее М 
Е 7 нае оказались при вычислении неокончательными, имея следую- 
У 
аты щий вид: 





ный ЕЕ ЕЕ 





в, —46-, ее: №, 


а общее среднее М= и Е 












Подетавляя эти данные в наше уравнение, получим: 
ии. А: и 
22-1, в (о М, У) | 
8 32 
после соответствующих преобразований: 
197, — №, =28. 





’Вторая теоретическая дата (в клетке № 10) обусловлена дей- 
ем следующей комбинации вариантов отдельных факторов: 


ме бя: В. 
М, = А. - В: + О. |)» — ЗМ. 


ляя сюда значения соответствующих (не до конца вычи- 
частных средних и общего среднего М, получим: 


т 
ОЕ Е 


О 
ательно: 













38, 180 И -В № 
в 















решая которую, получим искомые значения: 














М: —=2 и М,=Ю. 
Теперь представляется возможным довести до конца вычисление ] 
всех частных средних и общего среднего М: 
46-- И, _ 46-510 56 _. 
С З 
№4 30--2 32 
80 о 821 
8 8 8 
2 =. 
, 8 8 8 
| ое 
8 8 8 
ДАРИМ, _ 44-2 0 _56 
@.—= З З я" 


Е. 22-52. 24. 











| | в 8 И 
у. 

Т р 9- 3810 —86 | 
р 8 8 8 | 
о М 10-Е, 1892-1192 5 
О $ 32 т 32 32 з 


Ниже приведем расчет сумм квадратов отклонений а, 8, ти 
всех этих частных вредних 4, В, С и О от общего среднего М == 6; 








а“ в | о" | реш 
10 4 16 5 -11 т т Ыб 
о а О | во воо 
2 12 ра м м 
$3 39 5-11 | И 948 9 
ое ры ве о 18 
ны Ха == 30. 28? —6 512 =6 588 — 18 


ы Отеюда полу чаем суммы: 







Для вычисления еуммы 5, возвысим предварительно все 30 эм- 
пирических дат в квадрат и прибавим к ним сумму квадратов двух 
вычисленных теоретических дат И; =2 ий №, = 10: "ЗЕ 
ХУ 1562 3-Е И = 1562 +4-100=1666, ^ 
откуда искомая сумма (при №М=32 и М=6): 
$, = У? — ММ = 1666—8382 ` 6° = 
— 1666—32 36 =1666 — 1152 =514. 
Наконец сумма: ] 
5,5, — (5,455.50) = 
— 514 — (240 48-48 + 144) =514 — 480 =34. 

Халее определяем число степеней свободы (у). 

Здесь у, должно быть уменьшено на 2, так как в числе 32 дат 
имеются две (\/ и №), искусственно подогначные нами ко всей 
совокупности частных средних: 
У.= (М —2=(32— 1—2 = 31—2=29 





Ма 1—4 1—3 у=с—1=4—1==3 
Е. Ио 1—4—1—=3 =@4—1=4—1=3 
ре. =, — („+ У) =29 — (3-3 3-3) = 
8 =29 —12 =. 


Ниже дается вычисление мер варьирования: 





Уи 2 Е 
Далее вычисляем критерии © (при *: —3 и *, 
б р 2 
а 


эффективности отдельных факторов между собою 
отвующие показатели 0 (при >. =3З и *=3): 
у 2 


80 



























: р Квадрат средней ошибки т (в нашем примере одинаковой для 
® всех четырех факторов, так как число вариантов а= =е=4= }) 


полчим по формуле: 
пя 4.2 
т? = —-= 
М 32 
а среднюю ошибку разности любой пары частных средних: 
А— Уз =>: 0,25 = 0,50 = 0/11. 
По таблице Фишера-Стьюдента для: 
У—=У, = 17 
находим: & =2,11 & =2,90 4, = 3,97. Следовательно: 
ВА, — 0,11... 2,11 = 1,50 
Д=АН = 0,11 - 2,90==2,06 
1.=АВ: =0,11 : 3,97 = 2,88. 


к 


Разобранный пример иллюстрировал схему анализа 4-х факторов, 
каждый из которых испытывается в 4-х вариантах. Мыслимы оче- 
_ видно и другие схемы (‚греко-латинские квадраты“), напр., ниже- 
приводимый комплекс шести факторов А, В, С, О, Еи РЁ, заданных 
в пяти вариантах каждый: 
> 


В. В» Вз Ва В; 


== 0,25, 











№6 С, | №п С0. | №16 С.р,| №7 С, 





и, 





34 | (Е) 
(Е 


(Ез) 10 | 1 (Е5) 
). (Е) ВЯ. 





№ 12 ср, | № п ср, |№22 Ср 





(Е) 12 
2) (2) 4 ( ИХ 2 
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(Б.) 
(3). 





№13 Ср, | №18 ср; | №23 С 









| 
8 | 0 | Е. Ез 
(Е) | 7 |2) 





№14 Ср, 


—— 





№ 19 СО, | №24 СД 





в | 





(Е5) 
12 



























Здесь имеется 5 Х 5 =25 клеток, соответетвующих отдельным 
сочетаниям вариантов этих факторов (указанных буквами и цифро- 
1 выми значками). Нетрудно убедиться в том, что здесь так же, как и 
в предыдущей таблице (4 Х 4), отдельные варианты каждого фактора 
входят в комбинацию со всеми вариантами каждого из остальных 
факторов и притом всюду по одному разу. Таким образом вместо 
5ЖЫЖ5ЖЬЖЬХ 5 = 15625 комбинаций здесь использовано только 
25 (делянок, отдельных опытов и т. д.). В клетках за №№ 3 и Ш 
попрежнему имеются выпадающие даты, заменяемые теоретическими 
их значениями №, и И, Схема дана здесь для сочетаний всех 
шести факторов, но в числовом примере использованы лишь 4 (буквы 
ЕиЕ всюду за ненадобностью поставлены в скобки). В каждой 
клетке здесь стоит одна дата У (а не две, как в предыдущем при- 
Вл мере). : 

Производя обработку этих данных по описанному выше способу, 

В получим два уравнения: 
1 о 
М, = А, В, + С. +0), —3М 


Подставляя сюда значения отдельных средних, будем иметь: 


® 

















26 №. 2- №, ИУ, 
№, —= и В + ле НЕ д С 
Е 51- И, м 
5 25 
38+ 43 № РИМ, 
и, 
и и, 3 (+ ны ") 
5 25 р. 
° или, после преобразования, окончательно: | 
и АМ, — №, =29 | 
| — №, 4, =19, | 
ка найдем: И, =9 и №» =Т. ` 
ее вычислим все средние М=8: 
} =) В, = 6 Ст =10 з 
а зы 5 С 12 р: = в 
Вз=10 @= 8 Ве 
= 8 С: ЕЙ 
В; = мА С; = 5. Бу = 12 




















зе в дошем урямере 3У*==9000, то; 


и. ‚|5, == 880 я 8, =80. 
р ао столемей сноболм: 
4 — 222 УВЕ У, РУ, ев У, #8 4 у = 6 
о Ожедопатольно: 
я р’. 9, = 26 8 = 37,5 и 
о ре в ВО 
”  Показателй © получаются равными 
п \ 9, = 5. 9, = 7,5 
К 9, = 25 й, == 10 
‘Квадрат средней ошибки ирошибна райноети, 
й и т’ = 1 Ане 1,41, 


р Зпачение / ищем для числа слопеней опободы; 


рик. } м ‚у == 6, 
в. При ‘утих условиях минимальные равиости оказываются равными: 
в д = 3,41 1 == 5,28 1 = 9,40, 


— Оба разобранные выше образиа треко-латииских кналратов (14 

5х5 являлись ие только материалом для числовой иллюстрации 
‘метода их обработни, по и представляли собой стандарты для пла- 
‘ниро ния аналогичных эксперимонтон, С этой целью наряду с фак- 

орами, действительно использоваиными в числовом примере, там 
казаны и комбинапии других факторов, в числовой пример 
ошедших, В заключение приведем ешо одиу схему греко-латин- 
кзалрата (3Ж3) © участием 4-х факторов, на этот раз без 
числовой иллюстрации :} 


лены схемы греко-латинских квадратов 
Х во приводим, так как надобность в 


т, 








анализа действия двух факторов Ди В на результативный признак У 
при двукратной повторности: 





Здесь оба фактора (А и В) заданы в одинаковом числе вариантов 
(@=4 и 6—4), а каждая из 4 Ж4=16 комбинаций этих вариантов 
представлена двумя датами (обозначим это число буквой и, у нае 
й—=2). Следовательно, общее число всех дат / = аби =4 . 4. 2 = 32. 

Обработаем этот комплекс обычным способом. Здесь сумма всех 
” дат ХУ = 960, сумма их квадратов УИ? = 38640 и, следовательно, 
общее среднее: 


° а общее рассеяние: 
_ $. =32 — ММ = 38640 —32 . (30)*= 38640 —32 . 900 = 9840. 
Частные средние окажутся равными: 
336 


А, = 8 =42 































Далее вычисляем суммы: 





у Ма? ыы ры — 2880 
© а 
‚= а еее не —5160, 


откуда сумма: 
$5, — (5,5) =9840—(2880 +5760) —9 840 —8640—1200, 
Число степеней свободы: 
= М—1=32—1=31 
,=а—1 = 4—1= 3 
%=8:—1 = 4—1= 3 
У, — (У) =31 — (8-3) =31—6 = 25. 








‚, Следовательно, квадраты мер варьирования: 
за 5 2 85 
АЗ 5 =“ = ПЕ —960 
{ № 8 
{ $ р 
В 6 15169. 1920 
Ь У, 3 
5 1200 
з я. а 
В 4 
Оценка достоверности этих показателей дает следующие резуль- 





таты: 
19 1080 
ава (при у; = 3 и у = 25) 


40 (при у. =3 и у, =25). 


Для наших целей здесь достаточно остановиться на этой фазе 
еского анализа и запомнить лишь, что квадрат меры слу- 
варьирования с? — 48. 


х 


альные даты У, занесенные в клетки при- 
ы замечаем, что в верхней ее части (для 
' слева направо довольно энергично, в 
_Ази А.) такое их возрастание 
то наводит на мысль, что, 0бЪ6- 
и частных средних по 
› эти особенности и не отра- 
ченных частных средних В. 





мия: 


Я: 


х 








Аналогичное соображение относится и к группировкам наших дат по 
отдельным вариантам фактора В. 
Для «проверки этих подозреннй рассечем данную таблицу кресто- 
‘образно на четыре части и в каждой из них объединим все попавшие 
туда даты И, вычислив для них отдельные средние. Пусть, например, 
это рассечение` нашей таблицы было произведено строго симметрично, 


и СР из четырех частей новой таблицы попало поровну веюду 
по 8 дат. : 








} 
2. | 1$ 33| 47 53 288 


19 20| 47 71 
| пи № 78| 336] 
‹ 
{ \ 
| 5 23| 29 35 | 192 
| 
‹ 


с 13| 1929 





96 192 288 384 960. 
нь реены 


— =” 


’ После подочета средних значений данного признака для каждой 
— из четырех клеток этой таблицы получим новую краткую таблицу, 
состоящую всего лишь из 4-х дат. п 

А В: Вх 





на полях, справа и снизу, дано вычисление также и новых 
средних для отдельных столбцов и строчек этой таблицы, & 
нижнем углу приведен расчет общего среднего М, ©0- 
‘данном случае с прежним его значением М = 30. 
ем следующую таблицу: 






















ческими значениями М, определяемыми по указанной ранее формуле: 
И=А-В—(/Ь— ПМ 





илн, так как у нас число факторов —2, то окончательно по фор- 
муле: 
\=АВ—М 
В применении к левой верхней клетке (где стоит дата И = 22,5) 
получим: 


\— А, -- В: — М=39-- 18 —30=571— 30 = РИ 
Лля соседней справа клетки (тде У= 55,5) 
№ = А,,-- Ви — М=39--42 30—81 —30==61. 
Для левой нижней клетки (У == 13,5) 
И Ан РВ, — М=21- 18 —30=39 —30=9. 
Для правой нижней клетки (И= 28,5) 
. М = Ав В — М=21-- 42 —30= 63 30=383. 


Записав все теоретические даты МИ под соответотвующими эмни- 
рическими У ивычитая из У эти значения \М/, получим „случайные“ 


отклонения: 

















Здесь во всех четырех клетках получились совершенно одинаковые 
_ по своей абсолютной величине отклонения 2 (всюду 4,5), причем 
знаки у них оказались чередующимися в определенном порядке: в 
вой верхней и в левой нижней клетке получился знак 4+, а вле- 
вой верхней и в правой нижней знак —. Отмеченные особенности 
будут иметь место в применении ко всякой таблице из 4-х клеток; 
м условии получения ое при помощи строго симметричного деления 
оначальной ( пой) таблицы на 4 части. Следовательно, сумма 
ий № 2—0. Ме : : 
‘из этих четырех одинаковых отклонений 2 





































в их, получим сумму: 
аи 4-20,25 = 81. : 
что для подобного рода четырехклеточ- 
свободы: у, всегда = 1. 


К 
| 












В самом деле здесь (при М=4, а=2 и ф=2): 
У=М—1=4—1=3 
= а—1=2— 1—1 
У —1=2—1=1 
в, (НУ =з—а-р=8—2=1. 
Следовательно, квадрат меры случайного варьирования: 
ов ВЕРО 
У р №2 2—9 . 
Посмотрим, в какой степени этот показатель (с?) действительно 
характеризует чисто случайные колебания наших дат, и не произошло 
съ некоторого закономерн. й 
ли зде р Е рного скопления отклонений = в отдельных 
клетках нашей новой таблицы в результате совместного действия 
° на признак У со стороны обоих факторов 4 и В одновременно. 
т Для решения этого копроса вычислим теоретическое (ожидаемое) 
значение меры случайных колебаний четырех наших новых дат, по- 
_ пученных в качестве средних из № = 32 первоначальных дат У. По 
общим законам случайного варьирования эта мера ожидаемых коле- 
баний таких средних должна оказаться во столько раз меньше меры 
случайных колебаний наших первоначальных дат У (1. е. ‹2=48), 
во сколько раз количество этих дат (т. е. 4) меньше числа перво- 
› начальных дат М№= 32. Так как в нашем случае это новое число 
дат (4) оказалось в 8 раз меньше прежнего (32), то и ожидаемая 
ера их случайных колебаний (назовем ее 9%?) должна быть также 
`В раз меньше ранее вычисленной (5,2 =48). Итак: 
> 2 
5 48 


Е 


а = —— =6 
ы 8 8 
Слеловательно, если бы распределение отклонений 2 было чисто 
ным, то мера их колеблемости в нашей новой четырехкле- 
й таблице оказалась бы равной: 
56 
о 


значению в‹?=81, которое фактически получилось у. нас при 
и. Сравнивая это действительное значение 9,2 =81 © тео- 
ожидаемым 0 =6, получим: 
2 81 
ВЕ = 13,6 (при = и У = 25). 


т 


ое нами скопление отклонений 2 в от- 
ы © признать не случайным, 
их подразде 




























‘тивном подразделении. Пусть, например, первый фактор (А) мы хотим 
на лве неравночисленные группы, объединив первые три его 
А и А. и противопоставив им оставшийся четвертый 
а по второму фактору (В) сопоставить его первый ва- 
ан" В, с последними двумя Вз и Вь, вовсе не принимал при этом 


во внимание второго варианта В.. 
Такому подразделению будет отвечать следующее объединение 


наших первоначальных дат \: 





Здесь они скопились в четырех клетках новой таблицы не в оди“ 
наковом количестве: в левой верхней клетке их оказалось 6, в пра- 
вой верхней — 12, в левой нижней —2, а в правой нижней — 4. Всего 
в эту таблицу попало”24 даты (вместо 32), так как целый столбец (В,) 
‚сюда не вошел вовсе. Складывая в каждой клетке все попавшие в 
‚ нее даты У и деля их сумму на количество этих дат (р), получим 

-4 средние, являющиеся 4-мя новыми датами этой малой таблицы: 





96 672 768 


полях, дан расчет частных средних по отдельным вари- 
ов А и В, а справа внизу проведено выФисление 

И: ое из этих средних получено путем деле- 
уммы дат на их общее количество. Например, 
[Я строчка) произведено объединение двух 


кл 


дл 


дл 


1:6 


Я 







телей 2--4=6, с последующим делением этой суммы дат (120) на 














гим . 

ето `их количество (6): 

гый ро 

ва- я, 5 =20. 

гом Е; 

+В В конечном итоге получается такая таблица: 

ние и ЕК ИА. 
М =32 В. =12 |Ви=42 
А1оз = 36 12 | 48 - 
А. =20 р 















Вычисляя теоретические даты Т, получим для верхней левой 
— клетки (И= 12): 





Г №Ш— 36 -| 12 — 32 =48 — 32 = 16, 
для правой верхней клетки (У == 48): 

И — 36-42 — 32 —=18 —32=46, 
ая левой нижней клетки (И= 12): 

Ш =20- 12 — 32 =32 — 32 =0, 

п правой нижней клетки (У ==24): 
\=20-- 42 — 32 = 62 — 32 =30. 











Вычитая в каждой клетке из И это значение И, получим откло- 
я =: : у, 


поридко, ко абъозтоттая 
АННО Зри и 





. о в т 
различной. 






























разном их количестве р (6, 12, 2 и 4). Помножив отдельные зна- 
‘чения = на эти частоты (веса) р, получим взвешенную сумму: ) 


Хр=—6(—4) + 12(-2)-- 2 (+ 12)--4(-6=—24-+ 
т 24-24 —24=0, 
‘которая всегда окажется равной 0 (нулю). 
Ранее (при полном равенстве всех 2 ло их абсолютной величине) 
мы вычисляли сумму 5, по формуле: | 
э, = 42. } 
Теперь вместо 2? следует получить взвешенное среднее их 


квадратов путем деления взвешенной суммы квадратов всех четы 
Тех = на сумму этих весов (1). У нас взвешенная сумма квадратов: 


Яра —6 (—4)* + 12 (+ 2-52 (+ 12+ 4(—6)*= 
—6. 16-4 122442. 144 --4. 36 = 
— 96-1 48-1 288 -| 144 =516. 
Разделив эту сумму (576) на сумму весов (частот) р: 
Хр=6- 12-24 =24, 
® молучим взвешенное среднее: 


лу 2 в 
а 
Ур: 24 ет 
Следовательно, искомая сумма: 
Хр=* 
—4|-——<—__|—=4. 24—96. 
ф ‘| Е 9 
_ Так как число степеней свободы попрежнему у, = 1, то: 
ет 5: 96 
= 
Я м 96. 


Теоретическое (ожидаемое) значение этой меры (50°) найдем из 

‘тех же соображений, как и в применении в предыдущему случаю. 

Наши 4 новые даты получены путем объединения в 4 клетках 
: дат, следовательно, количество их уменьшилось: 


24 
в м —6 раз. 
и мера случайных колебаний (с,1=43) должна была бы 
г в 6 раз, т. е,: 


& 









в 2— — — 8. Х 













колебание (с.? — 96), в силу чего эту гипотезу случайного их проис- 
хождения приходится отвергнуть, ибо: 
в 96 


9— а = =12 (при =1 и У: = 25). 





Итак, наши два фактора А и В проявляют синергизм своего 


чине) действия на признак У также и в данном своем неравномерном раз- 
делении, порождающем указанное выше несимметричное сечение 
первоначальной таблицы. 
е их хШ 
четы- 
Путем аналогичных соображений и приемов можно оценить досто- 


верность различия между двумя объединенными средними в пре- 
делах одного фактора. Пусть, например, в том же комплексе призна- 
ков мы пожелали бы сопоставить средний результат действия 
° первых двух вариантов фактора А (А, и А„, объединяемых симво- 
лом 24,.) со средним результатом остальных двух его вариантов 
А: и А, или короче: 434). Рассекая нашу первоначальную таблицу 
на две равновеликие части, получим две групиы объединенных дат 
У по 16 дат в каждой. Вот это сечение: 


В, В, 


и 




































сравнения с ранее выясненной мерой случайного варьирова- 

я 02—48. 

У нас дата 39 отклоняется от 30 на 9, а дата 21 на— 9. 
траты этих отклонений = 81, а сумма их 2. 81 — 162. Так как 
зарьировании двух дат около своего среднего имеется лишь 
степень свободы, то эту сумму мы должны разделить на 1. Таким 

образом фактическое варьирование этих дат (неотделимое здесь от 

случайного“) характеризуется показателем: 

в. =162. 


г 


° Так как число наших новых дат (2) по сравнению © общим 
числом первоначальных дат (32) оказалось в 16 раз меньше, то во 
столько же раз должна была бы получиться меньше своего прежнего 
значения (48) и мера их случайных колебаний: 





2 — 
С. 16 


— Итак, если бы между А, =39 и Ам =21 не было бы никакого 
_ существенного различия, то мера их колеблемости около М =30 
оказалась бы =3, а не 162, как у нас получилось в действитель- 
‘ности. Отношение: 

| (ен на у Е 
652 3 





=54 (при н=1 и у, =25) 


и служит характеристикой существенности этого различия и его 
‘статистическим доказательством. 

Аналогично найдем величину этого показателя @9 и для симмет- 
го сечения первоначальной таблицы по признаку В: 





— 


- В: Вз В. В. 


19 29 47 
КИ УЗ 49 и 336 


49 
















ь у Отклонения этих дат (18 и 42) от М=30 равны здесь —12 и 
|. ° 12, квадраты = 144, а сумма квадратов 2.144 ==288. Так как 


. |  чиело степеней свободы здееь также = 1, то мера варьирования: 
к , 288 Е 
и = 
- 32 = и — 288. 
м к ы 
т Ожидаемая же величина этой меры очевидно попрежнему: 






























9 =3. 
Следовательно: 
с3 288 
м Ро —=96 (при у1=1 и у, =25). 
8) : о } == 
о °— — Заметим, что описанный здесь способ оценки достоверности раз- 
_ личия между двумя средними А, и А) или В. и Вл. ничего 
— принципиально нового в метод этой оценки не вносит и представляет 
с0б0й лишь несколько иной технический ее прием. Покажем, что 
в тому же самому выводу (о достоверности, например, различия 
т — между А» =39 и В.. =21) мы можем притти и обычным путем. 
0 — Обозначим наши средние (39 и 21), как всегда, буквами М; и М,, 
т — их средние ошибки — 1, и т, меру варьирования —с<, а чиело 
людений соответственно 1, и 12. В нашем примере, следовательно: 
М, =3з9 п =16 
М.=21 п =16 9 =48. 
° Таким образом средние ошибки (их квадраты): 
о т ВР а 3 . 
ТОРА 











Ут т; = Уз =У6. 

вая данную разность наших средних: 

й М, — М, = 39—21 = + 18 

‹ средней ошибкой, получим отношение: 4 
М,—М, 39—21 18. 

Ут тт УЗ У8’ и 


=. 














онта Числа столбца 9 при у, —1 предета- 








МЕ папы чисел столбца # (ири том же числе степеней ве 
: чис 
. хи 
несимметричном сечении первоначальной таблицы ход рас- 
ний в основном остается без изменений. ‘Пусть требуется ТЕ 
вить первые три варианта фактора А (1. е. Аь А, и д, 
ертым (Аа). Вот отвечающее этому случаю сечение: 
С ; 1 1 В» ‘Ир Вз В+ 
-й } (ми 
336] 
| 
2881 
т 
} 
144 
у 596 192 ^ 288 384 960 
_в верхнюю часть таблицы попали 24 даты, а в нижнюю 
8. Вычисляя. средние, получим: 
960 Вол 
М= 32 = 30. 
4 и 18) отклоняются от М=30 нз --4 в 
х отвлонений (4— 12—=— 8) не =0. Вы- 
у получим: - 
==- 96 — 96 ==0. ств 
и —12) соответетвенно равны НБ 
‹ . ав 






величина среднего 


‹ у 





во сколько раз число новых дат (2) меньше первоначального их 
числа (32), т. е. в 16 раз. 
` Итак, имеем попрежнему: 
48 
С === =—3 
с [ 16 , 


откуда искомый показатель: 





о 398 
9 —=-; =—=32 (при у, = 1 и, =55). 
бо ЕЕ 
аа При желании сопоставить вариант В, с вариантами В; и В 


(минуя В.) получим сечение: 


_ Здесь в левой части скопиловь 3 дат, а в правой 16 (всего 24). 
Вот расчет средних: 


нее ‘квадратов: 
16.100 _ 3200- 



















































= быть во столько раз меньше ранее полученной (48), во ско; 
наше число дат (2) меньше первоначального (24), т, е, в 
Итак: 





откуда искомый показатель: 


62 400 
== 100 (при 9, =1 иу, = 25), 





9 = 


°° 


ХУ 


Аналогичными приемами можно было бы опенить 
различий между любыми группировками отделу 
дого фактора и исследовать эффективность совместного влия 
У любой комбинации вариантов двух и даже нескольких факторов 
одновременно. Однако столь громоздкий способ этого анализа делаел 
его практически мало удобным. 

Покажем другие приемы такого факториального анализа, всегла 
приводящие к тому же самому конечному результату, но значительн‹ 
более коротким (хотя и менее наглядным) путем. 

Вспомним, что в нашей первоначальной таблице каждая из 
4 Х 4 == 16 комбинаций факторов А и В была представлена п=2 
датами У (всего их было М==32 даты). Объединим прежде всего 
эти повторения и составим новую таблицу, в 16 клетках которой 
запишем суммы (5) этих первоначальных дат: 


Вз 





товернос 






ва 














Теперь у нас имеется столько же дат’(вернее их сумм 5$), сколько 
задано сочетаний вариантов фактора А с вариантами фактора В, 
т. ©. только 16 чисел. 

Расположим эти суммы (5) в один вертикальный ряд, а слева 
укажем те сочетания вариантов А и В наших факторов, которые 
относятся вк каждой данной ‘сумме. Справа же оставим место для 
последующих записей. Вот отот’ новый вид нашей таблицы (ем. 
стр. 53 сверху). : . 

Теперь зададимся теми комбинациями вариантов отдельных фак- 
торов, которые мы хотим” оценить и проанализировать. Пусть, по- 
п му, требуется сравнить А: © Ам и В. © Ви и испытать 
эффективность совместного действия этих двух факторов (А и В) 
в данном их симметричном подразделении. В соответствии © этим 
заданием проставим в первых трех вертикальных столбцах этой 
таблицы 060бые числа (обозначим их буквами е) в следующем по- 


_ рядке: з 


Теоретически ожидаемая мера случайных колебаний (9,7) должна 


итов каж- 















В первом столбце против всех комбинаций, в которые входят 
варианты А; и А», следует записать значение чисел е = --1, а для 
комбинаций с участием Аз и А, — записать чиела е == — 1. В нашей 
таблице комбинациями с участием А, и А, заняты 8 верхних отро- 

° чек, а комбинациями, в которые входят Аз и Аа, остальные. 8 ниже- 


Е строк. В соответствии с этим наш первый столбец 


ё ет заполнен в верхней своей половине числами е—=- 1, ав ниж- 
ней е—=—11 (см. таблицу). 
р о Второй столбец мы предназначим для указания способа подразде- 
`ления на две труппы (--1 и —1) второго признака В. Для этого 
_в тех клетках, которые относятся к вариантам В, и В», мы проставим 
а е=- 1, а в клетках, относящихея в В; и Ву, значение 
1. У нас эти числа (1 и —1) будут чередоваться попарно 
аза РТ и два раза — 1, считая сверху вниз). 
я сочетаний А и В следует составить отдельный (третий) 
записав в него новые числа е, полученные путем попарного 
ния соответствующих чисел е в двух предыдущих столбцах 
ем правила знаков). 

х первых двух столбцов мы поставим следующие сим- 

> обозначения способа записи в них чисел е | 











Следующие столбцы этой таблицы мы заполним в соответствие 
с планом дальнейшего факториального анализа. 




















Пусть попрежнему требуется подразделить фактор А на две 
’’  кщесимметричные труппы, объединив варианты А,, А, п А; для сопо- 

й ставления их с четвертым вариантом .4.. Чтобы уравнять эти две 
веравночисленные групны вариантов (для их сопоставления друг 
< другом) мы должны будем вторую часть этого подразделения 
(т. е. 4,) принять во внимание в троекратной степени (так как 
_ в первую часть А:›з входят. три варианта). Следовательно, при сопо- 

ставлении вариантов Д,, А, и А. с вариантом А; следует первые 
















и взять в ординаре (е=1), а последний втройне (е=3) и при- 
Зы этим группам разные знаки (первым трем -, а последнему — 
наоборот). Обозначив такое подразделение фактора А условным 
мволом А, (в отличие от предыдущего равномерного подравделения, 
ранее обозначенного А,), получим следующее обозначение, являю- 
щееся заголовком нового (четвертого) столбца: 

























} 
, | поставить числа е =--1, а в тех 
| 
| 
| 
| 


клетках, которые относятея к ва- 


рианту А., записать значения е —— 3 (ем, таблицу) 
Для неравномерного подразделения второго фактора В на В, и 
В, + В, (без В;), получим очевидно такую символическую запись: 





р В соответствии с этим заголовком пятого столбца в клетках его 
и ‘следует поставить значение е=--2 для комбинаций с участием В,, 
. е—0 для комбинаций, в которые входит неучитываемый здесь ва- 











у] риант В и по е=— 1 в клетках для В; и Ва. Для исследования 
И совместното действия этих факторов в данном их неравномерном 
подразделении следует заготовить шестой столбец с заголовком: 
(А) 
(Ви) 








В этом столбце нужно записать такие значения чисел е, которые 
получатся в результате попарного перемножения чисел е в двух 


° предыдущих столбцах Ари В, 











(и) | в) (Ап) | (Ви) 
а [А ав, | (Ап) 
Аз = Вь (В: ) -- 2 —Вз (Ви) 


АВ 
о Ве ЗА, |528: 



























кана | ыыы | аа 






























После заполнения всех клеток этой таблицы числами е, следует 
проверить их, убедившись в том, что в каждом столбце сумма: | 


Хе=0. 


у Далее в каждом столбце подечитывается сумма квадратов чисел 

< _@ (22'), и результаты этого подечета заносятся в первую итоговую 
- строчку таблицы, под числами соответствующих столбиов. 

_ Вторая итоговая строчка заполняется суммами произведений чи- 
сел е на суммы 5 (%65). Так, в частности, умножая записанные слева | 
суммы 536, 60, 96 ит. д.) на числа е, стоящие в первом (крайнем 
слева) столбце, озаглавленном сверху символом А, и учитывая при 
Этом знаки чисел е (-|-- или —), мы получим часть этих произведе- 
ний (5 на е) со. знаком -|-, а часть со знаком —(у нас здесь 
-+ 624 — 336). 

Окончательную (алгебраическую) сумму этих итогов: 


624 — 336 = + 288 


мы и запишем внизу этого столбца во второй итоговой строчке, оза- 
главленной слева обозначением: Уе5. 

Аналогично вычислены и остальные суммы произведений $ нае 
(—384, — 144, -- 384 ит. д.), записанные в соответствующих клет- 
ках этой второй итоговой строчки, 

Последняя итоговая строчка ‘заполняется путем возвышения 
в квадрат чисел второй (предпоследней) строчки (Хе$), с последую- 
щим делением этих квадратов на числа, стоящие в первой итоговой 
строчке (Хе*). Так, в частности, возвышая в квадрат сумму Хе5 =288, 
‘получим (%е5$)*=(288)? — 82944, а деля ее на Хе*—16, получим 
окончательно: 


2е5)*__ 82944 
хе =— в —=5184. 


® Аналогично получены и остальные числа, ‘Записанные в клетках 
‚ этой последней итоговой строчки (обозначим их буквами ./). 
С помощью эгих чисел ./ мы легко можем получить те показа- 
тели 9, которые ранее были вычислены в применении ко всем этим 
° шести сопоставлениям отдельных вариантов наших факторов Ди В 
° и их совместным сочетаниям. Вепомним, что для этих шести случаев 
‘мы получили такие значения показателей: 


т 9: 54 96 135 32 100 12. 


алее, что из основной таблицы мы вычислили меру 
аний всех № = 32 первоначальных дал: 


201-48; 


‚из -16 комбин четырех вариантов фактора Д ы 
т прет в дет 























эти ыла представлена двумя датами У, 


} Тав вот, если найденные только что чиела / разделить на произ- 
° ведение: 


ео 59: 
13,2=2.48 =96, . 

и получим значения наших показателей @. 
‘самом деле: 


5184 
по 54 


9216 
ы 


1296... 
ал» 
’ Далее мы оценивали достоверность всех этих показателей 9 по 
таблице Фишера-Стьюдента при числе степеней свободы У: = 1 
Воотда) и ››=25 (в нашем случае). В соответствующей клетке 
этой таблицы находим следующие три значения ©: 
; 8; = 4,24, соответствующее вероятности Р5 = 0,95 
т МИАН > ы Р, = 0,99 
_ 9, = 13,88 ь * Ри = 0,999 
Сравнивая 6 фактически полученных нами значений 9 с этими 
их ориентировочными значениями, мы видим, что некоторые 
них превышают даже ©,, —=13,88 (3 подчеркивания), в то время 
другие (13,5 и 12) оказываются больше лишь второго значения 
| =7,77 (2 подчеркивания) 
о 





трудно убедиться в том, что для выполнения этой оценки нет 
ости в действительности вычислять все показатели 9 путем 
чисел / на 3,2 (у нас = 96). Можно, наоборот, помножить 


из таблицы Фишера-Стьюдента три значения @ (4,24, 7/7 
‚на то же самое число Пой = 2,48 =96 и полученные про- 


Л =6; (пз,?) = 424.96 = 401,04 
Л =6, (5) = ИТ. 96 = 745,92 
‚ =@, (из.2) = 13,88 - 96 = 1332,48 


в 














| хУП 


Приведем пример полного факториального анализа комплекса при- 
знаков, указав попутно также и способы контроля всех промежуточ- 
ных вычислений. Этим же примером мы воспользуемся и для иллю- 
страции метода преобразования первоначальных дат, сглаживающего 
их колебания, связанные © их величиной, а также еще раз проде- 
монотрируем прием восстановления выпадающих дат в наиболее об- 
щем его виде. Пусть имеем следующую таблицу: 











Здесь мы имеем /=3 фактора (А, В и С) с числом вариантов 
а—=3, 6=2, с=2, при чиеле повторений и = 3, всего, следовательно, 
М = ап =3-2.2.3=36 дат, из которых 35 дат нам известны, 
а 1— выпала (в таблице поставлена черта). Прежде чем заняться 
восстановлением этой выпавшей даты, выполним некоторое их пре- 
образование, для устранения излишних колебаний этих дат, связан- 
ных е их величиной. ) 
°— | Дело в том, что рассеяние дат, измеряемое суммой квадратов их 

отклонений от среднего и являющееся предметом нашего анализа, 

может вызываться двоякого рода причинами. С одной стороны, варь- 
этих дат обусловлено влиянием отдельных изучаемых 
в опыте факторов, а с другой оно вызывается различиями в самой 
их величине (известно, что ‚большие даты обычно варьируют сильнее 
° малых). Поскольку второй компонент этого варьирования для нас не- 
_ интересен и даже опасен в качестве момента, искажающего колеба- 
ия основные, связанные с влиянием отдельных факторов, предетав- 
я, целесообразным варьирования этого рода по возможноети 
. Такое сглаживание резких колебаний, связанных с - 
дат, достигается применением поправки А 
‘при помощи формулы: о 
© 

























Так, в нашем примере в 


е крайней сл 
— три даты, первая из которых: р ева верхней клетке стоят 


И, = 26,54. 


к. Для замены ее исправленной й 
у ат 
указанной выше формуле: датой И производим вычисление по 
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АТА 
>2< 


А 
| е) 





26,4 








26,7-- И 32,4 138,3 И 


троизведя эту замену, займемся восстановлением выпавшей 
№. Так как дата эта возникла здесь под действием факто- 
и, В: и С., то теоретическая ее величина: ; 
Е ИА в, С, — 9—0 м 
‚ как у нас число факторов }=3, то: 

И= А-В, С, —2М. х 
суммы дат И по столбцам и строчкам, а также и общую 
дат 88,8), найдем выражения для всех нужных нам 

них До, В; и С, и для общего среднего М: 


7 т рт 2” И. 
реа. 





















Решая это уравнение относительно неизвестного 7, ‘в конечном 
итоге получим: 


УИ 5.1. р. В 
>. _ Отеюда легко получаем значения всех частных средних и общего Ш 
среднего М: 
А, = 6,4 ( 
-А; = 3,4 В. ©. —=4,4 4 | 
ы А —22 В. =4,3 С; —3;6 ЕР | 


Для вычисления суммы квадратов всех дат И воспользуемся сум- 
мой первоначальных (не исправленных еще по Бартлетту) дат И.. 
‚ В нашем примере: 
и ХИ, == 701,33. 
| Чтобы получить сумму квадратов всех наших новых (исправлен- 
ных) дат У (т. е. ХИ*), следует воспользоваться формулой: 


т УИ (7—0). 
ори 























ь |. 
В нашем примере была восстановлена лишь одна дата (И =5,7). Ю 
"Следовательно, искомая сумма: |® 
х У =10т13+ 5+ (5*—05) = 107,33 18 32,49 — 0,5 = ‚й 
| №5 
= 751,32. м 
“После этого определяем сумму: уа 
$, = И? — ММ — 151,32 — 36 : (4) = 131,32, $ 
`Ниже приведен расчет отклонений а, Вит: гя 
А < В `В 8: у 
к 6,4-2,4 5,16 Е 0,09 3 
3,4 —0;6 0,36 4,3-0,3 0,09 9 
я в 8,24 ОЕ 
В / За? = 9,36 
С т 12 ? 
44 — 0,4 0,16 1 
в) 3,6 _— 0,4 0,16 я 
т 28? —0,32 : 
Далее вычисляем суммы: | 
ы 
х Г 
т 


к 


° Следовательно, сумма: 
#15 =5.— (5.5, +5.) = 181,32 — (112,32 -- 3,24-- 5 16) = 
к — 181,32 — 121,32 = 60. ; 
Числа степеней свободы: 
У, = (№М— 1) —1—=36—2 = 34 
(та как одна дата здесь искусственно восстановлена): 
} У=а—1=3—1=2 
УВ —1=2—1=1 
у У = —=1=2—1=1 
=, — С, -->,) =34 — (2-41-21) =34—4=30. 
Следовательно, квадрат меры случайного варьирования: 
гео 
У. 
Пальнейший анализ этой таблицы будем продолжать по факто- 
альной схеме. 
к ХУШ 
Объединив в нашей первоначальной таблице отдельные даты У, 
и ствующие 7 =3 повторениям одной и той же комбинации. 
ров 4, Ви С, получим следующую сокращенную таблицу зна- 
‘сумм 5: 





| ор А, распадающийся на а=3 варианта (Аз, А; и А.) 
ть на две части двумя и _например, ее: 
умя другими вариантами (А: и Аз) и, кроме того, г 
ь ве учета д). Эти два способа разбивки мы обозна- 
`А,и А,. Остальные два фавтора В и С; имеющие 
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2265,84 
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(А). 1) | (4) | (4) | (В) | 
(в | В©! ©|о| 


ибиации по три элемента: 


| оо | мо | 
(В) | (В) 
бот о | 
› стало быть, здесь можно проанализировать 4--5-- 2 = 11 
и сочетаний, т. е. на 1 меньше, чем общее а имею- 
нашем распоряжении сумм $ (это является общим” прави- 
амо с0бою разумеется, что в действительных условиях могут 
ся не все эти 11 комбинаций (здесь они приводятся лишь 
сти приема). Вот отвечающая им таблица (ем. стр. 62). 
ь все клетки заполнены по правилам, описанным в примене- 
предыдущему примеру, но дополнительно включены два кон- 
толбца, озаглавленные Хе и 5°. 
`из них (Хе) числа составлены как сумма всех одиннад- 
л е; стоящих в тех же строчках в основной части таблицы 
знаков -- и—). Так, в частности, первое из этих чисел Хе 
ерхнее) получено так: 
ара > рот 2-+0= 1. 
логично найдены и все остальные числа этого столбца. Общая 
‘очевидно =0 (контроль). 
в Этими числами поступлено так же, как и со всеми чи- 
новной части таблицы, т. е. каждое из них помножено 
ющую сумму $ (стоящую слева в той же строчке), 
и произведения сложены. У нас эта сумма получилась рав- 
6 (записана внизу). 
ная Этим ‘способом сумма (--93,6) должна в то же время 
веех 11-ти записанных слева от нее сумм (полу- 
отдельных чисел е/на те же суммы 5 в по- 


е числа У “для чего складываем их: 


т2-- 


































а 








= 
в 
кт 


>” 
< 
* 
* 
трех факторов повторялись по й = 3 раза. Сумма всех наших чисел 5 % 
(или, что все равно, сумма всех 36-ти ‘первоначальных дат И) 
: у нас = 144: у 
‚` Хх $ = 144. \й 


Следовательно, эта поправка: 
; п (25): _3-(144}# 20186 _ 1128 | 


ИУ: 36 12 
Вычитая ее из суммы Х 5? —=2265,34, получим; 


и: 25:75) — 2265,84 — 1128 = 531,84. 
т М , 

Этот результат полностью совпал в ранее вычиеленной суммой 
всех одиннадцати чисел /. Таким образом эта контрольная форму ла 
имеет следующий вид: 

т = ы ЗУ. 


р. м — 


Данная контрольная формула `В М лишь в том елу- 
чае, если нами использованы все мыслимые способы разбивки и с0- 
 четаний, общее число которых равно числу всех сумм $5 без еди- 
ницы. 
Ах После проверки всех чисел / приступаем к их оценке, для чего 
ах °— вычисляем три ориентировочные значения: 


я ре ‚ Л = 126, } при числе степеней 
Л =15.20; | свободы у, = 1 | 
Зи=пз,1 0, } ИУ, 
У нас п=301=2 у, =30. Следовательчо: 


пв1=3.2.= 6. 


и таблице Фишера-Стьюдента при у; =1 и у,=30 находим: 

ве. 9; = 4,11 
м 0, = 1,56 
Е 13,29. 








$ =6: 4,11 ==25,0% | 
—=6. 1,56 = 45,36 
Ли=6. 13,29 =19,16. 


числа записаны в лево: 
и, ира 





олученные ранее 11 чисел / с этими 
ями, мы видим, что из всех 11-ти испытанных 
ий оотовериыми оао лишь 4. у 

у Е Кс зероштиооть, 


Зи 4) Обнаружено существенно эффективное совместное дей- 
ствие факторов А и С, как при отделении А’ от А, иА,, так и при 
разбивке этого фактора на Д; и А, (без учета Ао) в обоих случаях 
‚с вероятностью, превышающей 0,99. 

тальные различия и соотношения здесь не подтвердились (ета- 
_ тистически не доказаны), так как соответствующие им числа ./ окава- 
сь меньше самого малого из трех ориентировочных значений Л 

Е = 25,02). 


ь; хх 


— Выше был рассмотрен общий порядок статистической разработки 
комплекса признаков, отдельные даты которого (У) были собраны 
„схеме эксперимента“. Для ознакомления с методами статисти- 
кого анализа комбинационных таблиц, составленных по „схеме 
блюдения“, приведем предварительно следующий сокращенный 
словой пример. 

Пусть исследователя интересует вопрос о влиянии отдельных 
аций (вариантов) какого-либо не поддающегося заблаговременной 
зировке количественного или качественного фактора А на неко- 
рый результативный признак У (например, влияние температуры 
и влажности на урожай; кровяного давления на функцию какого- 
мбо органа). Предположим, что иселедователь сделал и =16 отдель- 
ных наблюдений и на основании расемотрения их результатов раз- 
ве полученные им 16 дат У на группы по величине (или по 
венным особенностям) фактора А, причем оказалось, что при 

м варианте этого фактора (А) даты У получилиеь равными: 


би1; 


% 


едующем его значении А»: 
н. 4, 6,1, 5 и 8; 


















Следовательно, отдельные частные средние: 











5-1: _6 
А=- = =3 

: 2 2 а общее среднее: 

_ а--е-т--5--8 30 у к 
и 5 Ито Ро м= = 1в=8 
ЕЕ 6-10-78 48, # . 

= = 

6 6 (так как сумма всех дат 

я А2-6 12 хиИ=96). 

В 





етрудно убедиться в том, что отклонение каждой даты х от 
общ Фо среднего М равно сумме двух отклонений: = — отклонения 
той же даты У от соответствующего чаетного среднего Аи ®— 
отклонения этого частного среднего Д от общего среднего /М. Напри- 
мер, первая из выписанных выше дат (У =5 в группе 4,) откло- 
няется от М =6 на величину: 
х=иИ—М=5—6=— 1; 
та же дата (ИУ—5) отклоняется от своего частного среднего А, =3 
на величину: 
| 2= И, — А, —=5—3=-2, 
а это частное среднее А, =3 в свою очередь отклоняется от общего 
среднего /М ==6 на величину: 
в—= А, —М=3=—6—=— 3. 








51—11 | +2] 4 | 3 9 

ОБН 24° |, —3:| 9 

4 па |0 о е 
6 0 ООО ( 
7 т 0 0 | 

5 1 —1 1 0 0 | 

8 а 12| 4 0 9 
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М> > н> > > > 




















О тсюда видно, что сумма:] 


а-а=-2—8=—1 
в точности совпала с величиной х = — 1. 
Итак имеем равенство: 
х=а-а. 
Вычислим все эти три отклонения (х, 2 и «) для |веех п =16 


наших дат М, возвысим их в квадрат и сложим (см. таблицу на 
стр. 66 внизу). 


Суммы квадратов этих отклонений мы обозначим буквами 5 
< соответствующими значками. У нас, следовательно: 


$, =90 5. ==36 5,=54. 
Нетрудно убедиться в том, что: 
Е 5,=5.-+5,- 
Число степеней свободы общего рассеяния: 
УИ —1=16—1= 15. 

(... вариантов фактора А у нас =4 (а=4). Следовательно, 
для суммы 5,: 
У,=@а—1=4 —1=3. 

Откуда число степеней свободы для суммы $, (как остаток): 
и’. =, — м = 15 —3 = 12. 
Разделив 5 на у, получим квадраты мер варьирования (5). Для 


характеристики колеблемости наших дат У под действием фактора А 
получим: 


характеристики их колеблемости под влиянием всех остальных 
тчтенных в опыте „случайных“) воздействий: 
БА Е 5. 36 


УИ 










в 
Е2 
РЕ 











8 ^/ | ь 
А 





и я = ТЕ 8 (при У Зи у, = 12). : 
‘влияние фактора А на результативный‘ признак И 







































































т кб ‚10 
где р— численность той группы дат У, для которых было получен 


данное частное среднее. . 
Средняя ошибка разности двух таких средних (напр. 43 — А): 
СЯ $ 








А=У т -Е т," = А 
В нашем примере: 
для Аз =8 рз=6 98-8 
для А. =6 р =5 
следовательно: 
И 313 —УбБ-ов =У 110 =165. 
ос М, 
Дая оценки достоверности различия между А; и А, вычисляем 
отношение: 
— 6 2 
и. 
А 1,05 1,05 
При У=У, ==12 находим, что такое значение Ё не свидетель- 


ствует о достоверности этой разности (статистически не доказало). 
Аналогично можно было бы поступить и © остальными разностями. 


хх 


Покажем теперь другой прием получения ©,*, с,?, © и [, более 
удобный в применении к анализу совокупного действия нескольких 
признаков. Составим таблицу из такого числа клеток, сколько груп- 
пирозок было отмечено по! отдельным факторам А (у нае, следова- 
тельно, из 4 клеток), поставим около этих клеток соответетвующие 
заголовки (4,, 4, Аз и т. д.) и внутри каждой такой клетки 
напишем 4 числа: в левом верхнем углу поставим число (частоту) р, 
показывающее, сколько дат И оказалось в данной их группе; под 
ним в левом нижнем углу той же клетки запишем общую сумму 

’ этих дат ХИ; в правом верхнем углу клетки поставим соответетвую- 
щее частное среднее (сумма дат, деленная на их частоту р), а 
° в нижнем правом углу запишем новое число (обозначим его буквой А), 
похучаемое или путем деления квадрата суммы дат (ХИ) на чиело 
° этих дат р: , 
т о в @ И 
. ; : \ Р 
° или, что то же, путем умножения квадрата вышестоящего среднег.» 
° (4) на чаетоту р: _ 
` А | 7 #=рАЯ, 


же, наконец, как произведение среднего А на сумму хи: 

























Так, в частности, для первой по порядку группы дат И, соот- 
| вететвующих первому варианту фактора А,, т. е. для двух дат И: 


| 5и1 
| мы имеем р=2 >И=5--1==6, частное среднее: 
А: ЗОВИ 
} р 2 } 
| а число: 
И) 6 
1 вери т 
] р 2 2 
| (или А =рА,=2 . 33—2.9=18 или = ХИ = 3.6 = 18). 
| Эти четыре числа (2, 6, 3 и 13) и записаны в первой клетке 
| приведенной выше таблицы. Аналогично вычислены эти данные и 
} для всех остальных клеток. 
Чтобы не связывать себя определенным фактором, напр. 4 (так как 
в дальнейшем мы будем учитывать также и комбинации нескольких 


акторов), обозначим общее число сделанных группировок буквой & 
& не буквой 2). У нас следовательно: 
2—4. 
Сумма всех чисел р равна очевидно общему числу всех дат И, 
хе. 
Сумма всех частных сумм дат, записанных в отдельных клетках, 
равна общей сумме всех п = 16 дат У, т. е.: 
| И=6-+ 30-48-12 =96. 
С помощью этой общей суммы (96) и общего количества всех 
дат (16) определим число А (назовем его Ао) также и для этих итогов: 
Со. 92465 __ 


Заметим, что это число ео не совпадает с суммой всех чисел А, 
1 ранее в отдельных ‘клетках нашей таблицы: 
ХА== 18 - 180 - 384 -- 48 = 630. с 
ения новых формул нам необходимо еще подсчитать 
всех 16 дат И. В нашем примере: 
ХИ? = 666. 


—отих данных. мы можем теперь вычислить все и 
ти по ри новым формулам: 






















® 
=Я—1=4—1=3н 
у=и—#=16 —4==12. 

7 } достоверности различий между отдельными парами 

Для о 4, А; ит, д.) удобнее вычислять не отно- 


ение &, а его квадрат , совпадающий в таблице Фишера-Отьюдента 
‘значением @ для \\=1 (т. е. © числами, помощенными там 


крайнем слева столбце). При сравнении двух частных средних 
(обозначим их в общем виде М, и М», чтобы не связывать себя ни 
6 каким определенным фактором) это значение вычисляетея по 
- формуле: ; 
зи @ = ( р! в] (М, — М.)* 
=|——- 5 
{ } Ра. -- Ра 9, 
числе степеней свободы: 
о, У =1 = -—8. 


Пусть попрежнему требуется оценить достоверность различия 
жду третьим и вторым частным средним, т. ©. между средними 
`В и 6, вычисленными соответственно из би из 5 дат, Здесь сле- 


ховательно: , 


| ОА М, =8 =6 
и. в. М=6в ОСЬ, 
_ откуда (при с, =3) искомое значение: 
а 9= (55 (8—6): 30 440 а 
и и н АА Зои С 


’ В крайнем слева столбце таблицы Фишера-Отьюдента для значения 
=1 м клетку, соответотвующую числу степеней свободы: 
ДИ %=и—#=18—4= 12, 
у $ 
этой клетке стоят три числа: 
м \ 4,15 
№1 9,38 
А `18,в4. 
значение 9 — 3,64 оказалось меньше всех этих чисел, сле- 
ть этих средних здесь не доказана. 
нке этой же разности мы получили значение 
оторого; “ 
= 0,91) = 865 


_ расемо ющий 
они ро 


ИВ 
\1 


аа. 5 





























ве 3 Здесь датами И заполнены не все клетки, и в отдельных местах 
су скопилось не одинаковое количество дат. Всего здесь имеется: 


о * й==25 дат, 
} общая сумма которых: 


хиИ—55, 
| а сумма квадратов: 
ХУ? = 501 
— (в чем легко убедиться непосредственным вычислением). 


Эта таблица является черновой, и ее следует преобразовать так, 
чтобы в каждой клетке были записаны указанные выше 4 числа: 
количество дат, их сумма, средняя величина этих дат и число Ю 
(равное квадрату суммы дат, деленному на их количеетво; или квад- 
рату среднего, умноженного на частоту; или среднему, умноженному 
на сумму дат). Вот эта преобразованная таблица: 





































Ве ‚ 
ти Здееь мы имеем 10 заполненных клеток (остальные 26 пустые). 
_ Ся тьно, число фактически получившихся группировок наших 
р дат по комбинациям вариантов всех трех факторов (А, ВиС): 


в #== 10. 
` _Сложив в этих клетках все числа А (стоящие в правых нижних 
х), получим: . 

ЗЕ 81 -- 25 + 15--1-- 100-{ 144-14-45 1=477. 

А для всей таблицы в целом (по итогам): 
у Не (и): _ (95) _ 9025 


= = —361, 


п 25 25 





° Следовательно, квадрат меры варьирования, характеризующей 
 колеблемость всех наших дат У под влиянием воздействий со сто- 
‘роны воех трех факторов А, В, С одновременно: 
ля ЯЁ—А _ 471—361 _ 116 
а У Ване 


= = = 12,89, 
08 #—1 10—1 9 








а квадрат меры варьирования, характеризующей колеблемость тех 
° же дат У под влиянием всех остальных, неучтенных в опыте („слу- 
чайных“) факторов: 
Иа 24 
А о т 25—10 1 
‚ ` 








л 
х б 


Далее вычисляем показатель: 
Гм 


У = —1==10—1 =9 
у=и—#=25—10=15. 
довательно, совместное действие на результативный признак 


р трех изучаемых факторов А, В и С (по сравнению 
иянием на них со стороны всех остальных не учтенных в опыте 


ов) здесь можно считать статистически доказанным с вероят- 
` превышающей 0,999. 


я сравнения между собой какой-либо пары часгных средних 
в правом углу соответствующих клеток), например: 

=5, : =3 дат, возникших под действием 

торов А,, Вз, С; и среднего М, = 3, полученного 
‚ соответствующих сочетанию, А., В,, С», получим 


60): \ 









| Ем, 3:5 \ 6—8) 








39 








_ ствия одних факторов без у 
ий и С без учета фактора В. Вот как будет выглядеть такая таблица: 


вк, сочетание А,, В;, С., давшее результат М, =5, 
ы в отношении более выгодным по сравнению 
в... з‚ В, С» в результате которой возникло среднее 
я, из аи между этими средними может считаться 

ры о © вероятностью, превышающей 0,95. 
и но было бы выяснить достоверность различия 
ыми парами этих частных средних (по мере действи- 


’ тельной в том надобности). 


в ро сочетаний всех трех факторов легко получить 
таолиц, характеризующих результаты совместного дей- 
чета других, например, только факторов 














олева) получены путем простой суммации соответотвующих 
полной таблицы при объединении нескольких клеток в одну, 
частные средние и числа № (етоящие справа) заново вычислены 
ой клетке этой новой таблицы. Так, например, в полной таб- 
сочетанию А, и С; соответствовали три клетки (для В;, В. и 


такими записями: 
для В! 


для Во 


для Вз 






























В результате получим новую объединенную клетку с такими за- 
нисями: 


—— 


4 6 
24 144 


в которой справа стоят заново (для этой клет ки) вычисленные пока- 


затели: среднее С, 
=. 
“== 6 
4 
и число: 
24) 516 
а 516 —14 
4 
Аналогично заполнены и остальные клетки этой новой таблицы. } 
Здесь общее число группировок: 
&=9, 


а сумма всех чисел А: 
= 25-1441 1- 100 -- 144-14 45+1=465, 
откуда: 


2 








—А 465 — 361 104 
а 9 — = 18 








У 8 
ХуУ— У 501—465 36 

Е = 2,25 

й п _& 25—9 16 


(так как и, ХУ? и А, воюду остаются неизменными). 
Следовательно, показатель: 
6%. 13,00 


в,=== —=5,16 











при: 
=&—1=9—1=8 
У%=и— 2 = 25 —9==16. 
Желая исследовать влияние на тот же результативный признак И 
‘60 стороны комбинации вариантов фактора В и С одновременно, по- 
‚лучим таблицу: 





с 5 





° какого-либо одного фактора, напр. А: 
\ 


р 
= У — 5 
Здесь ХА = 465 и р=9 (попрежнему), 
следовательно, получим, как и раньше: 
Е 13 я с — 
и. = с, 3—2,25 9—5 


ля 
Для сочетания факторов А и В будем иметь таблицу: 





откуда: НИНЕ ВО! 86 








=25—5==20 
алых таблиц можно сделать аналогичную выборку 


Из этих трех м 
ня на результативный признак со стороны только, 


для анализа действ 
Здесь: 
ХА = 419,8 Я 


и следовательно: 
в? = 29,4 6,8 —3,69. 


се 





5 5 : 
25 125 ь . 



















Если бы мы захотели сравнить любую пару средних, напр. М, =5 
(ля группировки С;) при р, =5 и М, =4 (для группировки С) 
при р. =10, то получили бы значение: > 





9— Рь > Ра (М, — М.) _ И (6—4) _50 м х 
Р-р в р а" " } 
ПВ 1 У=И—а= 25 —4=21 | 


(явно не достоверное, так как 9 1). 

Итак выяснилось, что все три изучаемые фактора А, В и С как 
порознь, так и совместно оказывают в нашем примере несомненное 
‚влияние на результативный признак И, так как все 7 показателей: 











9: — 1.0% 9,,—1,96 
8, = эт 9,„.—= 5,16 9,„.= 3,06 
} 9, = 4,39 9,.—5:8 





° удовлетворяют здесь условию достоверности (9. гарантирует вероят- 
ность 0,95, 9,„. — вероятность 0,999, а все остальные — вероятность 


ХХхИ 


Вычиесленные показатели 9 имеют лишь служебное значение, поз- 
использовать критерии оценки достоверности по таблице Фи- 
цента, сами же по себе не обладают особой наглядностью 
тот же показатель 9 при различном числе степеней свободы у, аж 
иметь неодинаковое значение). Покажем способ опреде- 
“, характеризующих степень зависимости („тесноту 
о признака И от одного или нескольких изу- 
В, Ситд.). | : 
этого юр анному уже выше краткому (ввод- 
‚ Ил Е нс антов ‘ 
признака. ‚величину и =16 д а 


ее 























































Вепомним, что в применении к данному примеру сумма квадра- 
тов отклонений (х) всех этих дат И от их общего среднего, М = 6: 23 


$. ==90. $ 
Сумма квадратов отклонений (. 
& =) тех же дат У от их частных | 
средних (А, =3, А. =6, Ад=З и А, =4): | 
5. ==36 
ы Сумма же квадратов отклонений (о) этих частных средних (/44, 


| 
и т. д.) от общего среднего М ==6 (подсчитанная для всех и==16 | 
Е | 





5. = 54. 
Вспомним далее, что: | 
| 5, —° 5, - 5} 
м 90 = 36 54. | 


Здесь сумма 5, =90 характеризует общее рассеяние всех дат И 
около /М==6, фактически обнаруженное внаших наблюдениях; сумма 
5,=54 измеряет ту часть колеблемости этих дат И, которая вызы- 
вается действием фактора А, а сумма $5, =36 зависит только от | 
рассеяния наших дат под действием всех остальных не учтенных 
нами („случайных“) влияний. 


Эффективность фактора А (в его действии на признак И) харак- 
теризуется суммой 5,, которая у нас оказалась = 54. Спрашивается, 


какого максимального предела могла бы достичь эта сумма 5, (при ма- 


хсимальной эффективности фактора А)? Очевидно это имело бы место. 
тогда, когда никаких других факторов (кроме А) не существовало бы. 


вовсе, т. е. при: 
$.=0 





и тогда, следовательно, сумма: , 
$.=5, 5. = 0-5, == 5. 

Итак, максимальное значение суммы 5: Ид 

шах 5,=5,: 





27. ; ЗЕ Я у. 

_ Получив какое-либо частное значение этой суммы (напр. $, 
мы можем сравнить его с этим предельны чением ( 
—90) и ответить на вопрос: какук : т 
































Корреляционное отношение можно получить и с помощью ралее 
° вычисленных мер варьирования с. Вспомним, что в нашем примере: 


ка (при у, = 15 3 и у. = 12); 


ЧЕ ое ая 
х а 
я 
& ыы 


— ПО этим данным корреляционное отношение (его квадрат) можно 
‘получить по следующей окончательной формуле: 
и мы #9 р т 
АЕ в) < 
В нашем примере (при < =4 ил= 16}: 

м ^ (4—1) 218 Вх 18 ПО ОВ 
(4—1) 18 (16—4) 3 3. 1812.3 54436 90 и 
что мы имели и раньше. 

Г Если бы данный фактор (А) вовсе не влиял на признак И (не 
вызывал бы никаких его колебаний), то: 


5*=0 
а 








зи стало быть: 

| № =0; 
‘если же, наоборот, все остальные факторы (кроме А) не порождали 
° бы никакого варьирования дат И, то: 


о 510) 
показатель: 
` м: 
Следовательно, корреляционное отношение ‘ всегда заключается 


в ‘ах от 0 до 1. 
практически показатель 1 никогда не бывает == 0, так как все 
средние, получаемые по отдельным группировкам фактора А, 
обнаруживают некоторые минимальные (случайные) колебания, 
рых (с?) всилу этого в действительности никогда не обра- 
Если данный фактор А никакого преимущественного 
признак У не имеет и колеблет даты И наравне со 
ми. сонными в опыте („случайными“) факторами, 
с, совпадает с.мерой случайных колебаний 
нь, 








$ 










(Эта формула непосредетвенно по 
положить 6 = .?). 


В нашем примере: 


лучается из предыдущей, если в ней 


и следовательно: 


Итак, при интерпретации по 
нимальное его значение будет 

Будем временно оперировать 
и: = 0.2). 

Наш фактически пол 
минимальный (0,2) на ве 


казателя у следует учитывать, что ми- 
не 0, а, = 0,45. 
квадратами этих показателей (1? = 0,6 


ученный показатель связи (0,6) превышает 
личину. разности: 
т — = 0,6 — 0,2=0,4. 


2 Е 
Эта величина (1? — 10°) достигает своего максимума при 1 = 1, 
т. е. тогда, когда она оказывается равной: 
1—0 =1— 0,2 = 0,8. 


Сравнивая данное ее значение (0,4) с этим макоимальным (0,3), 
получим отношение: 


воторое и может служить исправленной мерой связи фактора с ре- 
зультативным признаком И. Обозначая этот показатель связи бук- 
вой © (омега), получим формулу: 


икудао = /0,50 = 0,71. 
Г Этот же исправленный показатель связи можно было бы получить 
_и непосредственно по формуле: . 
и. ь ь (=— 1) (1—1) 
(Ос @-Я зи 























‚ Полученные выше показатели 9 можно было бы вычиелить © по- 
мощью этих двух показателей связи т и © по формулам: 

8 т в—=) _ 0,6 (16—4) 06.12 _ 122 

(0—1) 0 (— 0,60 4—1) \(0,4).3 12 

о_ д --е—_06—4).05--4—10_12.05+43 
Ее  @ 059-10 — 05:3 

_ 6-43 __ 9 


И 15 














О 
В свою очередь показатели связи 1? и ©* можно получить с по- 
мощью найденного ранее отношения 9 по формулам: 


Ао 00. 
9 (#—) + "—5) 90(=—1-(@и—8) 
В нашем примере (при 9 = 6, л=16 и &=4): 











ий 18 18 06 
6 (4—1) + (6—4) 18-12 30 
ие“ 15 Е 











06—41 30 
что мы имели и раньше, 


В применении ко второму примеру анализа связи трех, факторов 
А, В и С с результативным признаком У (при й =25 наблюденияи) 
получим: 


Ще = У 0,14 = 0,86 
Ф„ = У 0,61 =0,18 
1ы = (0,14 =0,86 
„, = И 0,61 = 0,18 
1: == 0,83 == 0,91 
авс хе У 6,13 т: 0,85 


„= У 0;42 = 0,65 
в, = У 0,37 =0,61 
%= И 0,42 = 0,65 
«, = У 0,37 = 0,61 
т. = У0,39 —0,62 
®, = 0,31 = 0,56 

ть = У6,61 =0,18 
| „= 0,53 = 0,13 


— >= —— 
рак рыжльшьь деле 








Заметим, что исправленные показатели связи ® являются сравни- | 
мыми при любом числе группировок &, в то ‘время как на корреля- | 


ционном отношении \ число труппировок отражается довольно сильне. 


(Это имеет большое значение при сравнении показателей множе- | 


ственной связи с показателями парной связи, так как первые обычно 
вычисляются для большего числа группировок &, а вторые — при ма» 
чых значениях 2). 


_ Замотим, что при с,2<‹,? показатель ®* < 1, и следовательно в | 


| _ является мнимой величиной. 





Уз 










































‘было бы вычиелить с по- 
› по формулам: 

—_ 0.6.12 1,2 6 
О а 

- (4—1) 12.0,5-3 


—1) Е 





}; 


©? можно получить © по- 
формулам: 








(9—1) (=— 1) 
9(=—1п-+@—9 
и &=%: 
И 
ео 
ов 
и 


г 
лиза связи трех факторов 
—=95 и 



































99,50. 
999,40 





8,53 
26,12 
123,50 


318 
5,84 
12,94 





6,6 | 
15,21 | 



































































































































‚ Полученные выше показатели 9 можно было бы вычислить © по- 
мощью этих двух показателей связи м и ® по формулам: 
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Цена 4 руб. 








